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本 书 旨 在 介绍 量子 力学 和 量子 光学 的 数理 基础 理论 的 新 进 
展 。 这 些 进 展 起 源 于 笔者 20 多 年 来 对 量子 力学 中 狄 拉 克 (Dirac) 
符号 法 (Symbolic method) 的 学 用 心得 以 及 男 辟 蹊 径 的 全 究 ,由 此 
才 水 到 渠 成 地 使 得 量子 力学 的 数理 基础 理论 更 嗓 完 美 。 这 些 进展 
也 体现 了 符号 法 的 强大 生命 力 ,并 显示 了 一 种 好 的 物理 理论 的 包 
容 性 及 其 基本 要 点 的 简洁 性 。 对 于 理论 物理 学 家 而 言 ,要 建立 一 
个 理论 体系 ,就 应 该 把 理论 所 能 触及 的 多 个 物理 问题 的 共同 性 找 
出 来 ,从 一 种 原始 的 方法 出 发 统一 地 加 以 描述 ,并 尺 可 能 使 这 类 描 
述 具 有 简单 性 。 所 谓 简 单 性 ,是 指 该 理论 体系 所 包含 的 彼此 独立 
的 假设 或 公理 数量 最 少 。 诚 如 爱 因 斯 坦 指出 的 那样 :“ 相 信 志 界 在 
本 质 上 是 有 秩序 的 和 可 认识 的 这 一 信念 ,是 一 切 科学 工作 的 基 
础 。” 本 书 的 内 容 都 可 以 归结 为 是 对 狄 拉 克 符 号 法 的 研究 取得 的 突 
破 成 果 , 这 也 已 经 成 了 符号 法 的 有 机 组 成 部 分 。 

狄 拉克 的 符号 法 是 使 量子 物理 学 家 理性 思维 形式 化 的 一 种 很 
简明 的 理论 ,但 它 具 有 超 乎 理性 的 有 效 性 ; 它 既 是 简洁 的 ,又 是 浩 
瀚 的 ; 它 把 人 类 心灵 深 处 最 美的 东西 变 成 外 部 日 然 界 中 的 现实 ,对 
现实 物理 是 一 种 共鸣 ,一 种 映照 ,一 种 天 人 合 一 的 杰作 ， 因此 具有 
极 高 的 美学 价值 。 奥 地 利 物 理 学 家 马赫 认为 :“ 可 以 把 科学 看 成 一 
个 最 小 值 问 题 ,这 就 是 花费 尽 可 能 最 少 的 思维 ,对 事实 作出 尺 可 能 
最 完善 的 陈述 ”符号 法 ,这 个 由 天 才 犹 拉克 创造 的 深刻 反映 量子 
规律 .有 严密 逻辑 的 特殊 学 问 ,已 经 成 为 量子 力学 的 专门 语言 。 

理论 物理 大 师 理 查 德 ，。 费 恩 曼 (R Feynman) 在 把 量子 物理 与 
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牛顿 经 典 力学 对 比 后 指出 ,量子 现象 "是 不 可 能 、 也 绝对 不 可 能 用 
任何 经 典 方法 来 解释 的 。 它 "是 量子 力学 的 核心 所 在 。 实 际 上 ， 
它 包 含 的 正 是 量子 理论 的 神秘 ,” 正 因为 如 此 ,量子 力学 才 有 它 目 
身 的 语言 一 一 符号 法 。 人 们 在 学 习 量子 力学 这 门 特殊 的 学 问 时 ， 
Mis RRA BDH HE tU IE HA TE 

BAAR We G eK SERB ARAALE , 
有 一 个 人 癌 他 请 教 问题 , 冯 说 : 很 简单 ,这 可 以 用 特征 标 方法 解 
决 。 "来 人 说 :我 恐怕 还 不 能 理解 。 冯 说 : 年 轻 人 ,在 数学 里 不 要 
去 理解 事情 ,而 应 该 去 习惯 事情 。 这 正如 一 个 初生 怪 儿 虽 有 了 眼睛 ， 
对 于 人 射 于 眼睛 上 的 光 能 在 视网膜 上 成 倒立 的 实 像 , 但 他 的 大 脑 
还 没有 发 展 到 能 将 倒立 的 像 矫正 为 正 立 的 像 的 能 力 。 在 经 典 力学 
时 代 , 人 们 耳闻 目 见 .手足 感触 的 仅 局 限于 宏观 物体 ,因此 牛顿 力 
学 才 应 运 而 生 。 当 时 人 们 的 大 脑 思 维 还 较为 简单 ,不 能 悟 知 和 找 
到 量子 力学 与 经 典 力学 的 结合 点 。 只 有 当 普 妆 死 从 分 析 震 体 辐射 
的 光谱 中 悟 出 了 普 明 死党 数 的 存在 后 ,科学 家 们 做 了 大 量 .细致 的 
微观 框架 中 的 实验 ,对 微观 世界 做 了 信息 探测 , 才 有 可 能 感知 到 文 
配 微观 世界 的 规律 。 这 当然 需要 悟性 很 高 的 人 做 先驱 的 工作 。 狄 
拉克 就 是 这 样 的 先驱 之 一 ,他 发 明了 描述 量子 力学 最 有 效 、 最 方 
便 、 最 精炼 的 “文字 ”, 并 附 之 以 “语法 结构 ”, 于 是 人 们 就 可 以 开始 
进行 “语言 "的 交流 ,并 在 使 用 中 丰富 与 发 展 了 这 种 “语言 ”, 使 之 更 
深刻 .更 全 面 地 反映 目 然 规律 。 

对 于 量子 力学 的 初学 者 来 说 , 犹 拉 克 答 写法 是 “神秘 ”的 ,他 们 
很 难 理解 这 种 抽象 的 理论 是 如 何 想 出 来 的 。 这 样 ,他 们 束 不 得 不 
在 逐渐 “习惯 ”* 它 的 过 程 中 去 理解 .掌握 它 。 本 书 作者 就 是 在 “ 习 
惯 " 这 种 特殊 的 语言 中 逐步 发 现 了 狭 拉 元 符号 法 的 魅力 ,发 现 它 具 
逐步 展开 的 能 力 , 有 一 些 预想 不 到 、 出 乎 意外 的 新 用 途 。 这 正好 
应 了 狄 拉 克 生 前 的 预言 :“……- 在 将 来 , 当 它 (从 写法 ) 变 得 更 为 人 
们 所 了 解 ,而 且 它 本 映 的 数学 得 到 发 展 之 时 , 它 将 更 多 地 被 人 们 所 
采用 .所 1 
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笔者 在 “习惯 ”符号 法 的 过 程 中 创造 了 有 序 算 符 内 的 积分 理 
论 , 进 一 步 体会 到 狄 拉 元 关 于 量子 力学 的 基本 符号 不 但 十 分 可 靠 、 
准确 地 表达 了 物理 内 涵 , 而 且 简化 了 人 们 的 思维 过 程 ,增强 了 思维 
能 力 。 符 号 法 有 相对 的 独立 性 ,“ 它 比 使 用 它 的 人 聪明 。” 就 笔者 本 
人 而 言 ,从 中 看 到 了 纺 藏 在 符号 法 内 部 的 深层 次 的 美 ,找到 了 符号 
法 的 很 多 新 应 用 (尤其 是 在 建立 了 连续 纠缠 态 表象 后 ) ,认识 到 狄 
拉克 创造 的 符号 法 确实 是 描述 量子 宇宙 的 语言 ,是 演奏 “量子 乐 
曲 的 音乐 乐谱 的 “音符 ”。 符 号 法 的 优美 与 简洁 、 实 用 与 准确 , 通 
过 有 序 算 符 内 的 积分 理论 表现 得 淋 滴 尽 致 , 它 是 表述 量子 论 的 永 
恒 的 载体 。 灿 国文 学 家 莎士比亚 曾 说 ;简洁 是 智慧 的 灵魂 …… 所 
以 我 力求 精炼 。" 笔 者 通过 20 多 年 的 研究 ,提高 了 对 科学 中 列 含 艺 
术 美 的 鉴赏 力 。 记 得 狄 拉克 曾 说 过 :“ 在 我 遇 到 的 所 有 物理 学 家 
中 . 群 定 调 是 跟 我 自己 最 相似 的 一 个 。……… TUBIS BE HE FS Fl BR AD 
对 数学 的 美 有 一 种 深刻 的 鉴赏 力 ,这 主宰 了 我 们 的 工作 。 在 我 们 
心里 有 一 种 信念 ,任何 描述 自然 界 基本 规律 的 等 式 都 必须 存在 伟 
大 的 数学 美 。 这 是 一 种 有 益 的 信仰 ,也 是 我 们 成 功 的 基础 .” 同 样 ， 
追求 表现 狄 拉 克 符 叶 法 内 在 的 美 ,也 主 字 了 笔者 20 多 年 来 的 研究 
历程 ,这 也 正 是 撰写 本 书 的 指导 思想 ,并 充分 反映 出 笔者 对 理论 物 
理 的 “艺术 ”感受 。 

本 书 首 先 介 绍 有 序 算 符 内 的 积分 法 ,这 可 以 说 是 符号 法 中 的 
算 符 积 分 规则 , 它 可 以 使 存在 于 经 典 力学 中 的 可 对 易 数 (c 数 ) 运 
算 与 量子 力学 中 的 不 可 对 易 算 符 (g 数 ) 运 算 间 的 “鸿沟 ”深度 有 某 
种 程度 的 “ 变 浅 ”"。 具 体 而 言 ,可 以 把 算 符 在 某 些 排序 明确 的 情况 
下 看 作 是 可 以 对 易 的 c 数 ,但 算 符 的 本 性 不 变 。 在 这 样 认定 以 后 ， 
人 们 就 可 以 把 那些 在 对 < 数 积分 中 出 现 的 ket-bra 型 算 符 看 作 是 
积分 参数 ,而 使 积分 能 按 通 常 方 式 进 行 。 这 样 一 来 ,就 可 以 极 大 地 
发 展 量子 力学 的 表象 理论 ,找到 许多 新 的 物理 上 有 用 的 完备 的 表 
象 和 大 量 有 用 的 量子 乏 正 变换 算 符 , 由 此 推陈出新 ,使 量子 力学 的 
表象 与 变换 论 得 到 别开生面 的 发 展 。 
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量子 力学 的 表象 理论 最 早 是 由 狄 拉克 英 定 的 。 对 于 特定 的 动 
力学 系统 ,寻找 一 个 合适 的 表象 ,不 但 具有 运动 学 的 意义, 而且 具 
有 用 对 角 化 哈密 顿 量 求 得 能 级 与 能 量 本 征 态 的 动力 学 意义 。 尤 其 
是 在 本 书 第 二 章 讨 论 的 连续 变量 的 Einstein-Podolsky-Rosen 
(EPR) 汪 类 型 的 纠缠 态 表象 ,更 是 在 量子 通信 中 有 重要 的 应 用 , 因 
为 量子 纠缠 现象 只 有 在 纠 绯 态 表象 中 叙述 才 最 清楚 。 基 于 量子 力 
学 纠缠 态 表 象 在 量子 计算 与 量子 通信 中 的 重要 性 ,无 疑 应 成 为 量 
子 力学 的 数理 基础 之 一 。 

读者 将 会 看 到 ,有 序 算 符 内 的 积分 理论 和 量子 力学 的 纠缠 态 
表象 相 结 合 ,将 极 大 地 促进 相干 态 理论 .压缩 态 理论 .相位 算 符 理 
论 .量子 主 方程 的 经 典 对 应 理论 等 的 发 展 , 而 这 些 理论 构成 了 量子 
光学 的 主要 数理 基础 。 因 此 ,借助 于 有 序 算 从 内 的 积分 理论 ,就 可 
以 直 捷 地 从 量子 力学 的 数理 基础 进 和 人 到 量子 光学 的 数理 理论 。 

量子 光学 是 在 量子 力学 规律 (原理 ) 和 爱 因 斯 坦 光 的 辐射 理论 
文 配 下 建立 起 来 的 描述 光 的 量子 性 质 .相干 性 质 、 各 种 非 经典 行 为 
的 学 科 , 这 些 性 质 或 行为 体现 在 光 场 本 和 号 及 与 原子 的 相互 作用 中 
(例如 原子 发 映 和 吸收 光子 的 机 理 .光子 与 原子 相互 作用 中 动量 转 
移 造 成 原子 的 冷却 与 俘获 小 型 腔 中 的 原子 辐 冉 等 等 )。 在 研究 光 
的 量子 理论 方面 ,人 们 还 着 眼 于 研究 光 的 量子 噪声 ,因为 它 不 仅 提 
供 了 最 好 的 范例 来 说 明 量 子 力学 的 海 条 堡 测 不 准 原理 , 而 且 还 促 
使 物理 学 家 去 制备 由 光 的 非 线性 过 程 产生 的 压缩 光 场 , 它 的 一 个 
正 交 分 量具 有 比 相干 态 更 小 的 量子 噪声 。 从 某 种 意义 上 来 说 , 量 
子 光 学 也 是 量子 信息 (量子 通信 量子 密码 术 与 量子 计算 ) 的 基础 ， 
习 此 相关 的 各 种 光 场 量子 态 的 制备 与 操纵 量子 无 损 测量 等 也 是 
量子 光学 的 研究 对 象 , 20 世纪 60 年 代 出 现 的 激光 天 (由 相干 态 
描 与 ) 则 是 量子 光学 的 实验 支柱 。 

由 于 量子 光学 自身 显明 的 个 性 ,研究 它 的 数学 物理 方法 也 与 
别 的 物理 学 分 文 有 所 不 同 。 这 方面 的 内 容 在 W H Louisell 的 《 辐 
射 的 量子 统计 性 质 ; 一 书 汪 中 有 较 详 尽 的 介绍 ,读者 可 以 从 此 书 中 
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了 解 到 那个 时 期 关于 量子 光学 的 一 些 主要 理论 。 在 Louisell 的 书 
出 版 以 后 ,国际 上 陆续 出 现 了 不 少 介绍 量子 光学 数理 基础 的 优秀 
书籍 ,在 若干 具体 问题 上 也 取得 一 些 进展 ,但 基本 框架 与 Louisell 
的 书 的 思路 相似 。 

笔者 在 20 世纪 80 年 代 初 就 发 现 进 入 量子 光 场 研究 的 捷径 是 
从 基本 的 坐标 表象 出 发 ,构造 ket 与 bra RA HH RHO 


型 投影 算 符 | dz | oo | ,然后 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 积分 


之 , 便 立 即 得 到 正规 乘积 形式 的 单 模压 缩 算 符 。 到 了 90 FR, E 
建立 了 EPR 纠缠 态 以 后 ,笔者 又 发 现 用 纠缠 态 | 分 构造 另 一 类 积 


分 型 投影 算 符 | $71 Ly cy | ,再 用 有 序 算 符 内 积分 方法 ,就 得 到 


正规 乘积 形式 的 双 模 压缩 算 符 ,这 样 就 自然 地 把 压缩 态 与 纠缠 态 
联系 了 起 来 。 所 以 ,这 可 能 是 从 量子 力学 到 量子 光学 数理 阐述 的 
最 佳 途径 。 有 序 算 符 内 的 积分 理论 使 得 原来 只 适用 于 c 数 函 数 积 
分 的 牛顿 - 莱 布 尼 兹 规则 现在 也 适用 于 量子 力学 中 的 算 符 积分 ,在 
这 个 意义 上 , 它 是 符号 法 发 展 进程 中 的 一 个 里 程 碑 。 

有 序 算 符 内 的 积分 理论 对 量子 光学 特别 有 效 的 男 一 个 原因 是 
前 者 能 把 经 典 c 数 空间 中 的 正则 变换 直 捷 地 过 渡 到 量子 希 尔 伯 特 
空间 中 算 符 的 乏 正 变换 , 架 起 了 经 典 力学 与 量子 力学 对 应 在 变换 
方面 的 一 座 “ 桥 梁 ”。 这 是 对 犹 拉 克 葛 定 的 量子 力学 中 变换 理论 的 
一 个 重要 补充 。 狄 拉克 本 人 生前 十 分 珍 异 与 怀念 在 哥本哈根 时 度 
过 的 美好 时 光 , 在 那 段 岁月 中 他 发 展 了 量子 力学 的 物理 解释 (变换 
理论 ), 这 给 了 他 很 多 快乐 。 他 说 :我 的 许多 论文 是 相当 偶然 的 一 
种 思绪 雍 来 的 结果 。 例 如 ,我 早期 关于 泊 松 括号 的 工作 以 及 后 续 
的 关于 相对 论 波动 方程 的 工作 都 是 非常 确定 地 属于 这 种 性 质 。 它 
们 是 一 个 思想 内 现 的 结果 。 我 说 不 好 它们 是 如 何 出 现 的 ,所 以 我 
党 得 这 类 工作 在 相当 程度 上 不 应 属于 我 的 成 功 。 与 此 相反 ,我 关 
于 量子 力学 的 物理 诠释 的 研究 成 功 确实 是 非 我 葛 属 。……' CRE 
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了 量子 力学 一 般 变换 理论 的 基础 ,并 提供 了 合适 的 符号 用 语 的 主 
BRERA ten 这 些 符 号 用 语 , 经 过 一 些小 修正 后 ,已 经 变 成 了 目前 
量子 力学 的 标准 用 语 。 “变换 理论 是 我 的 至 亲 …… 我 对 它 恋 恋 不 
舍 。” 这 些 语句 是 笔者 在 国外 访问 讲学 期 间 在 图 书馆 中 搞 录 下 来 
的 。 西 方 大 多 数 物 理学 家 都 知 站 狄 拉克 对 上 自己 工作 的 评价 。1997 
AeA ERMA AS ASHES AREA AN ETE 
VE BY A LZ BRON ey OE He AGO EE Fh CERIS ft EH) Và MAR AK 
TL Ge ETE AE s fe DA LTE OA SFE SK 

BPCSRCHEEAKENER” UF BER RE 
Be. Wigner 变换 ;为 一 方面 ,量子 光 场 中 有 很 大 一 部 分 是 非 经 典 光 
场 ,需要 引入 各 种 c 数 表示 (如 了 Fer, Wigner PREX, IE 已 表示 、 
复 忆 表 示 ) 来 拍 述 它们 。 正 是 有 序 算 符 内 的 积分 理论 寺 量 子 力学 
ZY BB SS Pe ,为 这 两 方面 研究 的 进展 提供 了 捷径 。 

“科学 理论 的 辩护 要 从 它 的 美学 价值 上 去 寻找 ,科学 方法 的 辩 
护 要 借助 它 的 美学 价值 去 获得 。 "希望 读者 通过 学 习 本 书 的 方法 ， 
既 提 高 对 狄 拉 死人 符号 法 中 艺术 美的 欣赏 能 力 , 又 “学 会 在 自己 的 思 
想 中 能 不 参考 数学 形式 而 把 握 住 物理 概念 ”"。 为 一 方面 ,根据 爱 因 
斯坦 的 经 验 ,“ 在 物理 学 中 , 通 问 更 深入 的 基本 知识 的 道路 是 与 最 
精密 的 数学 方法 相 联系 的 。 笔 者 希望 有 兴趣 的 读者 仁者 见 仁 、 智 
者 见 知 地 一 起 来 发 展 量子 力学 与 量子 光学 的 数理 基础 理论 ， 

受 因 斯 坦 坚 信和 这样 的 观点 : 创造 者 只 能 记 住 最 简单 的 解决 办 
法 ,并 坚信 这 种 简单 化 同样 应 该 使 世界 变 成 可 知 的 世界 。” 有 序 算 
符 内 的 积分 理论 对 量子 力学 许多 问题 提供 了 相当 简单 的 解决 办 
法 ,尤其 是 对 量子 光学 的 许多 表述 . 算 符 公式 的 推导 带 来 极 大 的 便 
利 污 直观 ,解决 了 知 干 以 前 令 人 束手无策 的 问题 ,也 提出 了 许多 新 
的 诛 题 并 使 之 迎刃而解 。 由 有 序 算 符 内 的 积分 理论 发 现 与 建立 的 
新 表象 ,又 可 广泛 地 应 用 于 固体 物理 . 超 导 . 热 场 动力 学 .量子 统计 
力学 、 量 子 场 论 等 理论 ,在 尽 可 能 广泛 的 范围 内 涵盖 TREMA 
DES a S. RR 
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格 。 诚 如 玻 耳 兹 曼 所 说 “一 个 音乐 家 听 几 个 小 节 就 能 认 出 莫 扎 
A NASIR SHAR. RE. 一 个 数学 家 读 几 页 就 能 看 出 是 柯 
西 . 高 斯 、 雅 科比 、 替 姆 址 蒋 还 是 基 尔 霍 夫 。” 狄 拉克 的 写作 充分 体 
现 了 “数学 家 感到 有 意义 的 规则 正好 就 是 自然 界 所 选择 的 规则 ”， 
“这 也 正 是 笔者 撰写 本 书 所 追求 的 目标 。 

在 本 书 以 前 ,笔者 已 于 1997 年 与 2002 年 分 别 出 版 了 《量子 力 
学 表象 与 变换 论 一 一 狄 拉克 符号 法 进展 并 以 下 简称 书 T ) 与 (量子 
PEM BSR BMY! LUE TRB ID) AB. AA 
述 了 有 序 算 符 内 积分 法 的 大 量 应 用 ,丰富 了 符号 法 的 内 容 , 并 使 之 
更 趋 实用 ;后 一 本 书 在 EPR 量子 纠缠 的 思想 基础 上 建立 了 若干 新 
的 完备 的 纠缠 态 表象 ,并 给 出 它们 在 量子 光学 . 超 导 、 量 子 统计 、 量 
子 霍 尔 效 应 态 矢量 描述 方面 的 应 用 ,这 些 应 用 中 有 的 完全 是 新 的 
课题 ,有 的 则 是 用 新 观点 重 看 老 问题 。 正 如 天 才 的 物理 学 家 费 思 
曼 所 说 :“ 用 一 种 新 观点 来 认识 老 事物 , 乃 是 一 种 乐趣 。” 本 书 的 写 
作 原 则 是 ;在 写作 内 容 方面 基本 上 不 重复 前 两 本 书 已 介绍 过 的 东 
西 ,只 是 为 了 读者 的 方便 , 才 扼 要 地 介绍 有 序 算 符 内 的 积分 理论 与 
基本 的 纠缠 态 表象， 

本 书 的 章节 安排 如 下 :第 一 章 介 绍 如 何 从 犹 拉克 的 坐标 表象 
引出 有 新 意 的 话题 , 即 有 序 算 符 内 的 积分 技术 。 作 为 其 应 用 的 一 
个 最 简单 也 最 实用 的 例子 ,自然 地 从 经 典 尺度 变换 z->x/p 导出 
量子 光学 中 常用 的 单 模压 缩 算 符 ,并 把 量子 力学 的 表象 变换 与 小 
波 变换 联系 起 来 。 至 于 双 模 压缩 变换 的 自然 导出 ,应 直 捷 地 从 纠 
缠 态 表象 人 手 。 由 于 量子 纠缠 的 重要 性 ,所 以 在 第 二 章 中 讨论 多 
种 量子 力学 的 两 体 纠缠 态 表象 .其 光学 实现 及 若干 应 用 。 第 三 章 
用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 讨论 量子 光学 的 相干 态 ,发 现 了 它 的 若 
干 重要 的 新 性 质 ,并 自然 地 导致 波动 光学 中 的 菲 涅 耳 变换 。 第 四 
章 引入 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 以 发 展 纠缠 态 表象 的 Wigner 
算 符 理论 。 第 五 章 致力 于 用 纠缠 态 表象 研究 原子 相干 态 ,发 现 其 
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新 特点 。 第 六 章 到 第 八 章 介绍 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 和 诱导 纠 
缠 态 表象 饶 究 储 里 叶 光 学 中 的 各 种 变换 ,尤其 是 提出 复 的 分 数 健 
里 叶 变 换 , 由 纠缠 态 表 象 之 间 的 变换 导出 汉 克 尔 变 换 的 核 等。 第 
九 草 用 纠缠 态 表 和 象 研 究 热 场 动力 学 ,以 寻 新 的 方式 研究 量子 主 方 
程 。 第 十 章 提出 操作 相 - 关 联 振幅 方面 的 量子 纠缠 的 概念 与 在 此 
意义 下 的 Wigner KAAI Jaynes-Cummings 模型 ,它们 都 与 纠缠 
念 表象 密切 相关 。 第 十 一 章 介绍 用 有 序 算 符 内 积分 技术 建立 多 粒 
子 纠 缠 态 表象 ,尤其 是 对 于 三 粒子 纠缠 态 , 讨 论 其 物理 产生 的 机 
制 。 第 十 一 草 和 第 十 三 章 给 出 了 纠缠 态 表象 在 量子 隐 态 传输 、 量 
于 计算 机 元 件 一 一 约瑟夫 和 森 结 的 理论 研究 中 的 应 用 。 第 十 四 章 介 
绍 用 有 序 算 符 内 积分 技术 导出 者 干 新 的 算 符 正 规 乘积 展开 式 ,如 


过 的 展开 ,这 里 文 是 坐标 算 符 。 第 十 五 章 着 重 讨论 把 有 序 算 符 内 


积分 技术 推广 到 非 线性 相干 态 的 领域 。 第 十 六 章 简 要 介绍 受 纠缠 
仿 表 得 司 发 而 能 求解 的 右 干 量子 力学 问题 及 “不 变 本 征 算 符 ” 方 
法 。 第 十 七 章 研究 费 米 子 压 缩 算 符 的 重要 性 质 。 通 过 对 这 些 内 容 
的 介绍 和 阐述 ,相信 读者 可 以 从 一 个 更 高 的 数学 和 物理 的 起 点 来 
看 量子 光 竺 理论 :原先 量子 光学 算 符 排序 问题 及 光 场 各 种 表示 问 
题 已 经 可 以 统一 地 用 有 序 算 符 内 积分 技术 来 处 理 ; 量 子 纠缠 的 物 
理 概 念 将 随 着 纠 纺 态 表象 的 建立 更 加 深化 。 大 数学 家 希 尔 伯 特 曾 
大 胆 建 议 用 数学 的 公理 化 方法 去 演绎 全 部 的 物理 学 。 笔 者 虽然 对 
OAR BC IF] ,但 是 通过 本 书 的 写作 却 看 到 了 狄 拉 克 符 号 法 的 发 展 ， 
其 简洁 性 与 逻辑 严密 性 必 将 导致 量子 光学 数理 理论 的 进一步 完 
普 , 并 发 挥 更 有 效 的 作用 ,所 谓 文章 到 简 方 自然 。 

在 阅读 本 书 的 同时 ,读者 可 以 主要 参考 笔者 的 三 篇 评论 性 文 
章 ,一 篇 发 表 在 J]. Opt. B: Quan. & Semiclass. Opt. 5 (2003) 
R147, 这 是 一 本 专 述 量子 光学 的 杂志 ; 男 两 篇 发 表 在 Int. J. of 
Mod. Phys. B18 (2004) 1387 和 Int. J. of Mod. Phys. B19 
(2005) 799 5j BTE S TED. 
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在 我 的 眼前 。 她 几乎 从 没有 用 言语 来 教 我 应 该 这 样 , 应 该 那样 ,我 
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如 末 他 看 到 有 别人 真正 理解 并 欣赏 自己 的 工作 , 那 就 是 最 美的 回 
报 了 ”。 如 果 笔 者 撰写 的 几 本 书 被 人 们 认为 尚 有 可 取 之 处 , 那 也 可 
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文中 包括 笔者 与 本 科 生 研究 生 们 的 工作 ,他 们 是 陈 俊 华 ,、 傅 亮 、 梁 
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狄 拉克 符号 法 的 基 元 是 ,bra 矢量 ( | ,ket 矢量 | ， 和 线性 
算 符 ,它们 都 是 抽象 量 。 到 如 今 ,量子 力学 的 基本 规律 都 用 它们 来 
表达 。 抽 象 量 可 在 其 中 被 表达 为 普通 数 的 方式 称 之 为 表象 , 它 是 
狄 拉克 首创 的 理论 。 例 如 线性 算 符 X 在 坐标 表象 中 由 其 本 征 值 
r 表达 , 文 |zx) 二 zx|x); 动 量 本 征 态 在 坐标 表象 中 表达 为 (x1p) = 
vU ;坐标 本 征 态 | zx ) 在 自身 表象 中 表达 为 6 函数 (该 函数 由 
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Calz = (rt— x), (1.1) 
一 个 基 矢 量 要 构成 表象 ,还 需 满足 完备 性 (或 超 完 备 性 )。 对 | zy， 
而 言 ， i 

| 上 zlz?kz =], (1. 2) 
上 式 反 映 了 在 全 空间 找到 粒子 的 几率 为 1, 即 (1. 2) 式 是 
| deg" DKD = 1 的 抽象 形式 。(1. 2) 式 对 于 熟悉 量子 力学 
理论 的 人 是 一 个 常识 。 下 面 要 提出 一 个 貌似 平庸 , 却 又 是 非常 识 
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的 令 人 深思 的 问题 , 即 在 (1. DEREGI ro go | PL > 0, 


直接 积分 : | 
S; -[ Sm. 7b (1.3) 
的 “ 值 ? 是 什么 呢 ? 这 里 要 求 直 接 积 分 的 意思 是 排除 那 种 想 通 过 在 
(1.3) 式 两 边 取 菜 种 矩阵 元 而 探索 其 结果 ,因为 这 种 做 法 只 是 算 了 
S; 这 个 算 和 从 的 一 个 窍 阵 元 。 据 笔者 所 知 ,或 许 是 因为 这 个 积分 不 
起 眼 , 因 而 被 忽略 了 约 半 个 世纪 ,在 本 书 着 手 讨 论 它 以 前 ,以 往 的 
文献 没有 记载 或 讨论 过 如 何 直 截 了 当地 去 对 它 积 分 。 也 根据 笔者 
的 经 验 , 一 旦 疝 某 个 学 生 提 出 这 个 问题 ,其 反应 是 起 初 认 为 很 平 
几 , 但 思索 一 番 后 谁 都 认为 是 一 个 需要 认真 想 一 想 才 能 解答 的 问 


题 。 由 于 (1. 3) 式 是 对 算 符 Pus 的 积分 ,在 数学 上 需要 发 明 


一 个 方法 去 实现 这 类 ket-bra 不 对 称 的 积分 ,因为 这 类 积分 在 量 
子 力学 中 数不胜数 。 而 从 物理 观点 看 ,应 赋 于 积分 (1. 3) 式 以 物理 


意义 , 即 从 (1.1) 式 看 出 S 把 | oT =) 态 ,S, 应 是 一 
H 


个 单 模压 缩 算 符 ,这样 就 与 量子 光学 中 的 压缩 态 直接 联系 起 来 。 
所 以 从 (1. 3) 式 明显 看 出 经 典 变换 z 一 六 对 应 了 压缩 变换 。 为 了 


对 (1. 3) 趟 积分 ,必须 加 深 对 犹 拉克 符号 法 的 理解 ,设法 去 发 展 其 
独特 的 数学 方法 ,尤其 是 赋 于 算 符 的 积分 规则 ,这 就 是 有 序 算 符 内 
的 积分 技术 , 它 把 牛顿 - 菜 布 尼 效 积分 从 对 普通 函数 的 积分 推广 到 
由 犹 拉克 符号 所 组 成 的 算 符 。 

有 序 是 指 玻 色 算 符 排 成 一 定 的 顺序 ,它们 可 以 是 正规 .反正 规 
或 Weyl 编 序 的 。 本 章 只 讨论 前 者 。 所 谓 正 规 乘 积 ,是 指 所 有 的 
PoE Be PAPE KARA MAM. MRA PB “ORR 
量子 力学 ,通常 似 有 两 种 不 同 的 态度 及 方法 ,一 是 由 目前 已 建立 的 
系统 的 数学 形式 的 方法 人 手 , 这 个 途径 ,可 以 狄 拉 克 的 The Prin- 
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ciples of Quantum Mechanics 为 代表 ;一 是 六 着 量子 力学 发 展 的 
过 程 而 进入 目前 的 阶段 。 作 者 由 目 己 的 学 或 教 的 经 验 ,认为 前 者 
有 演绎 方法 清晰 的 好 处 ,但 大 多 数 初 习 者 ,会 感觉 到 抽象 的 数学 形 
式 和 物理 观念 关系 间 的 神秘 性 ,不 知 这 样 一 个 抽象 的 理论 系统 是 
如 何 建 立 的 。” 

这 固然 反映 了 犹 拉 元 把 物理 融入 数学 的 超人 才能 ,把 握 和 各 
驭 以 简洁 ,优美 的 数学 形式 表达 物理 的 非凡 吞 慧 ,也 向 科研 工作 者 
提出 一 个 挑战 ,如 何 使 “这 样 一 个 抽象 的 理论 系统 " 变 得 容易 理解 ， 
在 物理 学 中 , 通 回 更 深入 的 基本 知识 的 道路 往往 需要 新 的 数学 方 
法 相 扶 持 。 如 果 能 解决 (1. 3) 式 的 数学 问题 ,提出 一 个 新 的 系统 的 
行 之 有 效 的 方法 ,将 引出 新 的 物理 概念 ,新 的 态 矢 或 新 的 变换 ， 


1.2 坐标 表象 完备 性 的 纯 高 斯 积分 形式 


在 解 (1. 3) 式 前 , 先 看 看 从 (1. 1) 式 中 能 得 到 直接 积分 (1. 2) 式 
的 新 思路 吗 ? 由 于 《x a —9üG 一 +), 故 有 
lax] = 8G — X). (1. 4) 
对 其 进行 傅 氏 变换 ,并 用 X 一 gta ) ,a 5Sa' ABER MEK 
与 产生 算 符 , 满 足 对 易 关 系 [a,a’ = 二 1, 并 记 :” :表示 正规 乘积 ， 
得 到 


6(x— X30— | dpexp[ipGr —X)] 
12 ata’ 
一 Lf dpexp| ip(2 /2 ) 
1{* . l . |a .. Q | 
一 L|" dp . exp| — "i RE ip(z a) ip «| 


l. aca! Y]. 
EA exp| — E JZ | i (1. 5) 
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注意 在 : :内 部 “与 a 是 对 易 的 ,因为 : ao a :二 a a 一: aa. Bl 
要 把 : uaa ' :中 的 :”: 删 去 ,必须 事先 把 它 写 成 :a at, BAR 

: ,这 个 性 质 十 分 重要 ,因为 它 提 供 了 一 个 “调和 ” 算 符 与 数 的 明 
显 界 限 的 作用 。 在 经 典 力 学 中 处 理 的 是 数 ,而 在 量子 力学 中 遇 到 的 
是 一 般 互 不 对 吻 的 算 符 , 而 依 助 于 正规 乘积 记号 ,就 可 以 在 若干 种 
运算 中 把 算 符 作为 可 对 易 的 参数 对 待 ”。 例 如 : a ai=: aa :， 
: a "a" i=l aat", 

把 (1.5) 式 代 人 (1.1) 式 ,得 到 坐标 表象 完备 性 的 高 斯 积分 形 
A: 

| dle 一 | z : exp| 一 (x— X»*] : — 1, (1.6) 

这 样 就 实现 了 对 算 符 |x>《x| 的 真正 积分 。 用 纯 高 斯 积分 形式 来 
表达 坐标 表象 的 完备 性 ,体现 了 狄 拉 克 符 号 法 的 内 在 简洁 美 。 


13 真空 投影 算 子 的 正规 乘积 形式 
从 (1. 6) 式 还 可 以 导出 另外 一 些 有 用 的 关系 式 。 为 此 先 回顾 


一 下 关于 谐振 子 的 Fock 表象 的 基本 知识 。 已 知 a a=N 是 粒子 
数 算 符 , 它 的 本 征 态 为 jz>， , 


m = l0, Nin? = nln}. (1.7) 
HLF AS | 2 是 正 交 归 一 的 ， 
i in? = rno (1. 8) 
粒子 态 的 全 部 张 成 了 Fock 空间 ,形成 完备 性 : 
>, |nd<n| = 1, (1. 9) 
n=O 


a 与 a 对 |n) 态 的 作用 分 别 是 


aln) =Vn|n—1>,a' |m = /n+1|[n4+)D, alo = 0, 
(1. 10) 
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式 中 | 0 是 真空 态 。 把 (1. 6) 式 右边 展开 为 


2 +2 
| zx) x | —omexp(— 5 e Ema — =): exp(—a a): 
T 


2 2 
. exp(— 5 4-42 -5). (1. 1D 


对 照 两 边 可 见 :: exp( 一 a' a): 一 定 可 以 写 为 某 个 投影 算 符 , 即 . 
: exp( 一 a a): 二 | >< |, EBB al mVn n+l), 


n tn n 
: exp( 一 4 a): = _ Vv C— Da "a" 


n= ? | 


, (1. 12) 
a "q^" = a "in»xXinia" = NON— DON — n 1), 


(1.13) 


: expC— a! a) : -XES D'NON — D:-(OV — n 4- D 


-— NE ANN DANN DND- 


= (1—D^—0^", (1. 14) 
OY 只 有 作用 在 真空 态 |0? 上 才 有 可 能 不 为 零 , 故 有 
: exp(—a a): = [0»x«0l, 
: exp(—a'a) 110» = |0>, (1. 15) 


(值得 提 到 的 是 ,在 文献 [3j] 中, Louisell $8 £5 E [05 <0 | = 
limexp( 一 ea a) ,下 面 还 要 给 出 比 (1. 15) 式 更 为 严格 的 证 明 。) 把 


(1.15) 式 代入 (1.11) 式 ,可 知 |x) 在 Fock 空间 中 的 表示 为 
ix emp 人 一 本 二 VE -£7 0. (1. 16) 


FEM. 5D, MI p^ Cpl 3Cp 一 了) 可 以 导出 
p> = xt exp(— P+ Pipa’ 4+ £— S (1.17) 
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1.4. 豆 色 算 行 在 正规 乘积 内 的 性 质 


通过 上 节 的 计算 ,可 以 总 结 出 关于 玻 色 算 符 相对 于 正规 乘积 
的 主要 性 质 。 不 失 一 般 , 玻 色 算 符 函 数 一 般 可 写 为 
flasa’) = 2 PME 'a "eg" ACER, lm, m, 


AU b msn 是 正 整数 或 零 如 用 La,a |=1 把 所 有 的 产生 
算 符 都 移 到 削 灭 算 符 之 左 , 这 时 的 f(a,a' ) 被 称 为 已 排列 成 正规 
乘积 形式 ,可 把 它们 纳入 : :之 中 。 正 规 乘积 有 一 些 主要 性 质 ( 它 
们 在 相当 长 时 期 内 被 忽略 了 ,而 它 恰 恰 能 用 来 发 展 量子 力学 的 表 
象 与 变换 理论 )。 

(D 在 正规 乘积 内 部 玻 色 算 符 相互 对 易 。 为 什么 原本 不 对 易 
的 a 与 < 在 : :内 部 可 交换 呢 ? 其 原因 是 当 把 已 正规 乘积 化 的 
算 符 图 数 : g(a’ ,a): 两 边 的 :”: 脱 去 (或 称 脱 去 “外 衣 ”: DH, 
必须 事先 把 所 有 的 a RER a 的 左边 ;反之 ,只 有 当 上 述 条 件 得 
到 满足 时 ,才能 “ 穿 上 外 衣 ”。 穿 上 了 “外 衣 ” 后 ,内 部 的 a 与 af 在 
交换 时 就 是 任意 的 。 BREE: 在 一 人 SPP » RABBI 
FE AME 例如 aa =a' a 十 1, 但 是 ,: aa!' : 关 : ata :十 1, 而 是 

taa =a! G —« Sala: 

这 条 性 质 提 供 了 一 _ 个 把 算 符 部 分 地 作为 c 数 处 理 的 契机 , 即 
引出 正规 乘积 性 质 。 

(2) 可 以 对 正规 乘积 内 部 的 c 数 进 行 积 分 (或 微分 ) 运 算 , 只 
要 积分 是 收敛 的 。 这 是 因为 由 性 质 (1),a 与 a 可 以 作为 积分 参 
E. 

(3) TERRA EMR ic E WBA; RE: :内 部 的 
任意 两 个 算 符 ( 相 邻 的 或 不 相 邻 的 ) 紧 外 边 可 以 加 上 正规 乘积 记 
号 。 | 

(D 真空 投影 算 符 |0>(01 的 正规 乘积 形式 是 
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[0270 一 : exp(—a'a)?, (1. 18) 
其 严格 证 明 如 下 。 
由 粒子 态 的 完备 性 (1. DRE 


T 


l= »lm«i-— > m8, 
n=0 


- m 
= M em a) 
= exp(a' £) |ox«0l er | s, (1. 19) 
ROO 的 正规 乘积 形式 是 : W : ,W 待定 , 代 人 (1. 193088. 
| = exp (a I Wie? |,,, (1. 20) 


AP W :的 左边 为 产生 算 符 , 右 边 为 漂 灭 算 符 , 故 (1. 20) 式 右边 
已 是 于 规 乘 积 ,可 以 完全 括 在 : :内 部 ,再 用 性 质 (1) 与 (2) 完 成 微 
分 运算 ,得 到 
We" > | 1s 
—iguwWiotieciW::, (1. 21) 
üH[ApB|O»«0| =: W:=! exp(—a'‘a)!, 
(5) 正规 乘积 内 部 算 符 图 数 的 和 差 可 以 分 拆 , 即 
(WV i =i Wi t:V:, 
注意 两 个 正规 乘积 算 符 函数 之 积 一 般 不 再 是 正规 乘积 。 
(6) JER EHE SE BRE RTELEA:-— :内 部 进行 , 即 
GC W:-V:)! = (WV), 
(7) 由 性 质 (1) 可 知 


12 flasa!) i = [E flasa’) ia], (1. 22) 
-E flasa"): — [a.: flasa) :|]。 (1. 23) 
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TE C TE ARE RA (BD 24 Bp AE Be EE CRINE IU BRO 
反正 规 乘 积 ) 玻 色 算 符 对 易 吗 ? 
在 正规 乘积 内 部 , 费 米 算 符 应 该 有 什么 性 质 ? 


1.5. 有 序 算 符 内 的 积分 拉 术 与 单 模压 缩 鼻 符 的 
日 然 于 出 


由 正规 磁 积 的 性 质 可 联想 到 , 只 要 能 把 ket-bra 型 的 投影 算 
人 符 化 成 正规 乘积 , 则 由 于 其 内 部 的 玻 色 算 符 几 对 易 , 可 被 看 作 积分 
参量 ,就 可 以 实现 对 真正 的 c 数 的 积分 。 当 然 ,在 积分 中 和 在 积分 
后 都 存在 : L AR AEC, RAIEN PEERAA ENE 
灭 算 侍 的 左边 即 可 。 称 此 技术 为 正规 乘积 内 的 积分 技术 。 

下 面试 用 这 一 技术 积分 (1. 3) 式 。 用 (1. 18) 式 得 

”dz > dr x x + log 

| zl 一 | P RP Lr —754 
e 10><0| exp(— 5 + V2 — za ).a. 24) 

上 式 中 的 两 个 指数 算 符 相互 不 对 易 ,因而 积分 困难 。 现 在 把 10》 
(0| =: exp( 一 a a): 代 人 ,可见 其 左边 篆 为 产生 算 符 o ur e s 
灭 算 符 ,因此 整个 被 积 的 算 人 符 呆 数 是 排 成 正规 乘积 的 ,就 可 以 穿 上 
“外 衣 ”… “:。 再 根据 正规 乘积 内 玻 色 算 符 可 对 易 的 性 质 ,三 个 指 
TERT AUTE UU HR BURN BI 


r* ] 


" Nu "d -| Et ew|-F (1435) 
tz(a +E) iata] ʻo 01.259) 


再 用 正规 乘积 性 质 (2) 对 上 式 积分 ,在 积分 过 程 中 视 a 与 a AS 
量 , 得 到 


ox, 1 t2 
B iA PRI —sech*A: exp| — ty tanhà 
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2 
二 CsecM — Da! a 4- -tanbà | : ， (1. 26) 
式 中 已 令 


— ^ ， ZU — hA, — t hA (1. 21) 
H e l+ sec anna, 


Ll 
# +1 
这 样 就 对 (1. 3) 式 真正 地 实现 了 积分 。 为 了 继续 脱 去 (1. 26) 式 中 
的 : :外 衣 ”, 可 以 用 算 符 公式 

exp(4a ra) 一 :expl(e 一 1)a ac]:。 (1. 28) 
这 个 公式 在 文献 [3 中 能 找到 。 这 里 给 出 一 个 极 人 简便 的 证 明 。 用 
(1.9) 式 (1. 18) 式 和 正规 乘积 性 质 , 得 


us © tn 
expQa ' a) Ye" [m = >) 10x01 a"e™ 
n-—Ü n= 0 . 


一 :ea ae LE = i exp| (ê — a 'a]:, 


利用 (1. 28) 式 可 将 (1. 26) 式 改写 成 


| Z PLC —exp(— $5 tanhà exp (a a+ ln sechà | 
(NH 


° exp($tanha), (1. 29) 


这 就 是 单 模压 缩 算 符 , 它 是 从 经 典 变 换 con CAS MAMET A 
正 算 符 。 注 意 到 
[6.5 I a a-- 1, [ata a] = 24 [a 5a! a] =— 2a" 

形成 封闭 的 李 代数 [ 称 为 SU(1. 1) 代 数 ], 具 有 某 种 对 称 性 ,就 能 
知道 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 可 以 揭示 出 狄 拉 克 表 象 理论 中 更 深 
层次 的 美 ,尽管 在 没 积 分 以 前 | uo 中 左 和 天 与 右 和 天 是 不 对 称 的 。 
在 (1.25) 式 中 当 y==1, 它 变 成 . 

1 


^j dr exp| — (x— X)?] : =], (1. 30) 
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利用 Baker-Hausdorff 公式 ， 
&Be^ —B-E[A,B14- Ai CA «CA BT] 


+4 [A [A [A,B]]] ++ (1. 31) 
并 记 Si =| "IPS ,可 以 导出 
SiaS1! = acoshA-- a sinh, (1. 32) 


JUL Ae SCRAP ILL Bogolyubov 变换 , 它 在 量子 光学 中 被 称 为 
单 模 压缩 变换 ,也 被 广泛 地 应 用 于 原子 核 理论 、 超 导 理 论 中 ， 
因此 ,对 | "Lud 的 直接 积分 导出 引起 Bogolyubov 变换 的 算 符 ， 
可 见 狄 拉克 的 表象 有 更 次 层次 的 应 用 ,具有 普 适 性 。 

上 述 讨论 也 表达 了 从 经 典 c 数 变换 rT ( 称 为 标 度 变换 ) 诱 
导出 的 量子 力学 压缩 变换 BD 
P 
"t 


S XS? =X, S, Psp = (1, 33) 


体现 出 用 有 序 算 香 内 的 积分 技术 顺利 地 实现 经 典 变 换 问 量子 乏 正 
变换 过 渡 的 简洁 。 

德国 大 文 紧 歌德 曾 说 ;我们 必须 把 科学 当 艺 术 , 然 后 我 们 才 
能 够 从 科学 得 到 完整 的 知识 一 一 一 切 我 们 的 想像 和 见解 ,以 及 数 
学 物理 学 的 深奥 和 正确 、 高 超 的 理性 和 见解 , 活 泌 的 幻想 和 欢喜 
的 感 党 ,都 是 研究 的 不 可 缺少 的 因素 ”。 狄 拉克 符号 法 理论 的 自 洽 
完备 性 、 逻 辑 严 密 性 与 表达 的 抽象 简洁 堪 称 为 理论 物理 中 科学 与 
纪 术 相 结 合 的 典范 ,是 狄 拉 克 抓 住 了 量子 力学 的 本 质 , 按 照 简 洁 与 
美的 要 求 构思 出 来 的 。“ 理 论 物理 学 家 的 工作 ,就 是 以 漫长 一 生来 
JER RFR.” 

通过 对 (1. DARRI. BY aE — PE A y FAK Hit v e RIT 
力 , 也 找到 了 一 条 使 “这 样 一 个 抽象 的 理论 系统 ” 变 得 易于 被 理解 
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的 途径 。 初 学 者 在 掌握 了 有 序 算 符 内 的 积分 理论 后 ,就 可 以 对 表 
象 的 完备 性 不 但 知 其 然 ,而 且 知 其 所 以 然 。 作 为 练习 , 读 痢 可 试 做 
以 下 儿 个 积分 题 : 


(D | del — Gl. 


(|| ddr lr zGn nl. 


wal 


(3) [dx Rx» (xl ,R 是 一 个 3 x 3 的 欧 拉 转动 矩阵 ; 


cosa cos fcos Y — sina sin Y 
R(a,8,Y) = | sina cos cos Y + cosa sin Y 
— sin cos Y 
— cosa cos sin Y — sina cos Y cosasing 
— sina cos sin Y + cosacosy sinasing |, 
sin f cos Y cos 8 


(4) 求证 在 动量 表象 中 完备 性 的 纯 高 斯 积分 型 为 
| i| Dy 


(5) 求 单 模压 缩 算 符 S 的 动量 表象 。 


(6) 求证 : 
vs、 1. CA。 
(D exp( fX RF exp( LX ):。 


O) 设 f= 1) RIE: expC/X^) 10) 是 一 个 单 模压 缩 
态 ,压缩 参数 为 So 

(7) 求 ira] lata! Ji 的 正规 乘积 展开 。 
1.6 量 了 于 光学 压缩 态 ( 单 模 情 形 ) 


JE CI. 29) 式 两 边 作用 于 真空 态 , 即 得 量子 光学 的 压缩 态 : 
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1 a 
S, | 0> = sech? Aexp(— “y tanhà | 0>, (1. 34) 


(33 tanhÀA — 1, KATE x 77 I8] Hs Ae ERI ARCA. FE AAS SO EG EIL UC ERA 
、 dr x / | / Ei / 
G|S,il0»— zu Ja | , ^ Karl = yu | drsfz p Ke Iw 
d 2.2 
= Jut |0) = x^! Vpexp(— ^ ). (1. 35) 
Xj B8 EA Be Ey H9 ZB A bs CE Sy ie FH e 83 TR : 
E(Cr.t) — Ecos(wt — œ) vlr) 
= E’(cos® coswt + sin% sinet )v(r) 
1 


5 (ae pate" u(r), (1. 36) 


式 中 已 令 


Ecos œ% = 5 (aa) == Ql, 
(1. 37) 


Esing = 了 (ae 一 or) == As 
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RP ri iiis E, (PST ,n 是 光子 数 ,体积 V = | | 0G) Ld rs 
是 真空 介 电 常数 。(1. 37) 式 中 a 与 os 称 为 场 的 两 个 正 交 分 量 ， 
因为 它们 分 别 以 cos e». 与 sing, 的 面目 出 现 ,相位 差 为 了 。 

在 量子 光 竺 中 ,电场 是 算 和 从 ,相应 的 两 个 正 交 分 量 也 是 算 符 ， 


H a—a,a'—a' ,得 


X, — i-a), X, = laa’), (1. 38) 


(X, X] RENEI. ATERT 


标 或 动量 的 物理 量 描述 光 场 。 由 海 森 伯 测 不 准 关系 ,其 均 方 涨 落 
需 满足 关系 


AX aX, ml, (AX,)? = «X, —«X»55, 0.39 
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^ m 2 
ol Si XS 10 — 0, (S? XiS lo =G. (1. 40) 
1 


Oo} S'X,S,/0>=0, «01S? XS O = p (1, 41) 


由 此 给 出 均 方差 AX, =F AX. EEE 


量具 有 比 相干 态 小 的 量子 起 伏 , 其 代价 是 为 一 正 交 分 量 的 量子 起 
伏 增 大 。 


1. 7 量 于 力学 态 天 的 小 波 变 换 “ 


小 波 变 换 是 信号 分 析 的 一 种 有 用 工具 。 小 波 定 义 为 一 个 局 域 

汶 , 而 它 又 在 振动 着 ,其 局 域 条 件 为 当 | zj- 一 ce 时 ,函数 CX UR 
HEM., KF E, RERS 

or — 0, (1. 42) 


这 称 为 局 域 波 条 件 。 在 小 波 变 换 理 论 中 ,有 一 个 称 为 母 小 波 的 概 
念 ,因为 由 它 可 以 派生 出 小 波 的 一 个 家 族 uuo (4 称 为 标 度 参数 ， 
A>055 是 平移 实 参数 ): 
Jus Gr) = "iR — J. (1. 43) 

用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 (IWOP) 可 从 量子 力学 么 正 变换 的 观点 
讨论 小 波 变 换 , 从 而 可 以 实现 对 于 态 和 拓 量 的 小 波 变换 。 通 常 ,定义 
-MR HR f(z) 相对 于 y 的 小 波 变换 为 

Wi(uss) = 5l. f(a" (= 一 Jdr. (1. 44) 
从 量子 力学 的 观点 ,上 和 式 可 改写 为 


1 |^ LS 
W Cts) = 一 (1 —— >< > dz， (1. 45) 
ions) mc] wit calf 
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式 中 ,《y| 是 相对 于 给 定 的 母 小 波 的 态 天 ,| 让 是 需要 作 变 换 的 态 
矢 , |z) 是 坐标 本 征 和 拓 。 用 TWOP 技术 积分 : 


LUCAS) 三 一 -| dr| Ss crl dz 
Ju 
一 EP 
= XP 20 +e) 2 /3 
. exp| (a'a 4-5, )Insecha. 


e exp( 5 tenbà + Sascha) . (1. 46) 
于 是 可 以 定义 量子 力学 态 天 量 | 户 的 小 波 变换 是 
式 中 vy| 是 母 小 波 态 矢 。 例 如 当 母 小 波 取 为 “墨西哥 帽 " 的 形式 ，: 
dur) = exp(— 5) — 25. (1. 48) 


它 满足 局 域 性 条 件 | degu) = 0。 可 以 推出 相应 的 态 矢量 是 


Iu = +x? —at?)10>, (1, 49) 


2 
而 局 域 性 条 件 可 以 改写 为 
<p =0| Pm =—0, (1. 50) 
式 中 <p 二 0| 是 动量 值 为 0 的 动量 本 征 态 。 用 (1. 47)、(1. 49) 和 
(1.46) 式 ,可 导出 真空 态 | 0 的 小 波 变换 是 


M《 凡 | LUCAS) 105 = ech? À exp| — 


n 
2 ii 


° (1+ tanhà — Š sech'a), (1, 51) 
有 兴趣 的 读者 可 目 己 求 相 干 态 | > 的 小 波 变换 。 


以 下 看 一 看 局 域 性 条 件 (1. 50) 式 的 解 是 什么 。 不 失 一 般 , 设 
BEN | Om 的 一 般 形式 为 
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Pu = Gla’ )lO., Glat) = SY ga", | (1.52) 
n-—O0 
则 条 件 (1. 50) 式 变 为 (用 相干 态 的 完备 性 ) 
2 
(p = 01GG'31o— «p = 01 | Fl 2><21G(a" 10 


1 2 
= xt) fis exp(— ea) 


cuni des D = exp C- iz?) 
m=o M 
一 Ds - 2—1n1l0,5, 
viv (2m)! 
=n " CN 
=" Yan = 0, (1.53) 


特别 地 , 当 m=0, go —1; m=1,g =]; ; 其余 的 gos A BEAT 
得 出 (1.49) 式 。 取 (1 53) 式 中 不 同 的 gross CRI 3:8] AS [8] BY BE) 
i FEAT E NT ET BY) ERR 

本 书 将 在 第 三 章 中 继续 讨论 双 模 空间 中 的 复 小 波 变 换 。 


习 ^d 


1. 求 单 模压 缩 算 符 exp (六 ao a )=S(D EAFF Fock 态 
| 1 所 产生 的 态 是 
| à a | 
S( | 1> = sech? | £l exp( fyth] 4 e* ) D 三 | FO, 

shy f=tanh| €] =| Ejer. Rik: 

1 "1 1 27 oe 

ix acm]. dg| f.uCP el = 2; |2n-- DX2n 4 1l, 
(参见 Commun, Theor. Phys, 32(1999)471) 
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2. 续 上 题 。 记 
|f ^9» —SOD|O, 
求证 : 
ES 一 a- pt exp(4> /fe* ) lO», 
并 讨论 | foo 在 压缩 参数 空间 中 的 完备 性 结构 。 
3, SK AE Dn A FF PRU 


ex 一] 


的 正规 来 积 展开 。 


X = S Be Xn teh B, Bernoulli t 
el ™ 
B, = #9 T 
式 中 国道 c 是 绕 原 点 、 半 经 |z| <27 的 圆 ,从 而 能 避 开 在 士 2xi 处 的 极点 。 
4. 求 相干 态 | > 的 小 波 变 换 , 母 小 波 是 “墨西哥 帽 ?小 波 。 
5. 试 推导 Pauli 自 旋 算 符 的 玻 色 表示 , 即 在 由 粒子 数 态 | n) 张 成 的 Fock 
空间 中 ; 


提示 :用 级 数 展开 


5_ = 2; | 2n><2n+1 |, 


a, = > | 2n-+1><2n |, 


n=O 
+ 
a, 一 《一 1) N=a Aa 


(参见 Shigefumi Naka, Prog. Theor. Phys. 59 (1978) 2107) 


6. 求 指 数 算 符 expC(g V 1-XPHERREEFÈ. 
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1935 4&£., Einstein, Podolsky 和 Rosen(EPR) 向 现行 量子 力学 
挑战 ,指出 波 函 数 所 提供 的 物理 实在 的 量子 力学 描述 是 不 完备 的 ， 
EPR 关于 “完备 ”的 定义 是 : “物理 实在 的 每 一 个 元 素 必须 有 其 相 
应 的 对 应 存在 于 物理 理论 中 。” 那 么 ,什么 是 物理 实在 呢 ?” 他 们 的 
标准 是 :“ 如 果 在 不 以 任何 方式 干扰 一 个 系统 的 情况 下 ,人 们 可 以 
确定 地 (几率 为 1) 预 言 一 个 物理 量 的 值 ,那么 就 存在 相应 于 这 个 
物理 量 的 物理 现实 的 一 个 元 素 。” 

根据 这 些 约定 ,EPR 举例 说 ,如果 系 统 的 一 个 态 ESI 
观测 量 A 的 一 个 本 征 函 数 ,本 征 值 为 a, 那 么 相应 于 物理 量 A 就 
存在 物理 实在 的 一 个 元 素 。 但 如 果 y 不 是 本 征 函数 ,就 不 再 能 说 
物理 量 A 有 一 个 特殊 值 , 由 于 在 量子 力学 中 坐标 与 动量 算 符 不 对 
易 , 所 以 当 某 粒子 的 动量 是 已 知 的 ,那么 其 坐标 就 不 是 物理 实在 ， 
由 此 推论 :“ 或 者 是 由 波 函数 表述 的 有 关 物 理 实在 的 量子 力学 是 
不 完备 的 ;或 者 是 @ 当 相应 于 两 个 物理 量 的 算 符 不 对 易 时 ,该 两 个 
量 不 能 同时 为 物理 实在 。” 

EPR 更 具体 地 指出 量子 力学 中 的 一 个 矛盾 。 考 虑 两 个 系统 
[与 工 ,它们 在 上 一 0 到 := 时段 内 相互 作用 。 用 苹 定 垃 方程 可 
以 从 t= 二 0 时 两 个 系统 的 状态 算出 以 后 时 刻 的 总 系统 的 状态 到 ,但 
是 不 能 算出 相互 作用 后 各 个 系统 的 态 。 理 由 是 一 般 而 言 ， 
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TI, HL ) 将 是 相对 隶属 于 系统 工 的 物理 量 的 本 征 态 的 混合 。 如 
果 人 们 测量 相互 作用 后 系统 工 的 量 A, 就 投影 出 某 个 本 征 态 
内 ( 工 ) 带 本 征 值 we 于 是 也 把 刘 ( 工 , 工 ) 约 化 为 一 个 单项 ,其 系数 
ER aE HBR I DRA 内 ( 正 )。 夯 一 方面 ,人 们 测量 量 B, 
可 投影 出 本 征 态 %([) 带 本 征 值 b,, 于 是 可 下 结论 说 第 一 个 系统 
AFEA). 
关键 在 于 ,人 们 能 够 对 系统 I 的 同一 量 A 进行 两 次 测量 并 得 
到 系统 了 的 两 个 不 同 的 波 盟 数 。 但 是 既然 两 个 系统 中 不 再 存在 相 
互 作用 ,第 二 个 系统 不 会 发 生 真正 的 改变 ,于 是 可 得 出 结论 :不 能 
给 同一 个 物理 实在 赋 于 两 个 不 同 的 波 图 数 。 而 且 , 对 系统 工 与 T 
进行 测量 分 别 得 到 的 量 A 与 B, 它 们 会 造成 第 二 个 系统 波 函 数 
如 ( 卫 ) 或 录 ( 卫 ), 原 则 上 可 能 是 不 对 易 的 。EPR 考虑 两 个 粒子 的 
Ux PR 
V(xi.r,) = | exp| Gr — T? tap |dp, (2. 1) 


式 中 zo 为 一 前 数 。 当 第 一 个 粒子 处 于 V.C LO AGE PRO 
时 , 则 更 变 成 
Wrist.) = EX [i Py ( | )dp, (2. 2) 


RP e, CID =exp) 一 四 (xs 一 zo)p|, 它 是 动量 为 的 动量 算 符 


P 的 本 征明 数 。 现 取 位 置 算 符 X, 定 出 几 (z) 一 6Czl 一 zz) 为 第 一 
个 粒子 的 坐标 的 本 征 函 数 , 则 第 二 个 粒子 的 坐标 的 本 征 函 数 为 
V. CI ,于 是 本 征 函 数 少 (了 ) 与 多 5) 现在 都 在 描述 第 二 个 系 
统 , 但 它们 属于 互 不 对 易 的 算 符 ,这 表明 这 个 已 与 工分 离开 的 系统 
[在 测量 它 之 前 就 不 能 有 一 个 确定 的 态 了 。EPR 由 此 作出 结论 : 
现行 量子 力学 是 不 完备 的 。 

人 们 还 可 以 从 另 一 角度 痢 述 爱 因 斯 坦 等 三 人 对 量子 力学 的 质 
疑 。 设 想 电子 与 正 电 子 的 漂 灭 成 一 对 光子 (一 种 能 量 转 化 的 过 
程 ) ,它们 各 目 以 光速 运动 而 分 离 ,各行 其 道 。 现 设 有 人 在 测量 第 
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一 个 光子 产生 时 的 时 刻 ( 由 于 两 个 光子 是 挛 生 的 ,它们 同时 产生 ， 
由 此 也 就 知道 了 第 二 个 光子 产生 的 时 刻 ) ,按照 海 森 保 测 不 准 关 
系 ,该 测量 者 就 不 能 精确 确定 其 在 这 一 时 刻 的 能 量 。 但 对 第 二 个 
光子 ,是 可 以 在 这 一 时 刻 很 精确 地 测量 其 能 量 的 (其 代价 是 不 测量 
其 产生 的 时 刻 ) 。 由 于 两 个 光子 的 能 量 的 总 和 是 可 以 从 电子 - 正 电 
子 的 泽 灭 机 制 而 计算 出 来 的 ,因此 第 一 个 光子 的 能 量 也 是 能 推算 
得 到 的 。 这样 ,对 于 第 一 个 光子 而 言 , 人 们 既 可 以 精确 地 知道 其 产 
生 的 时 刻 , 又 可 以 同时 知道 其 能 量 , 从 而 悖 逆 海 森 堡 测 不 准 关系 。 

这 样 的 责难 使 物理 学 家 提 襟 见 肘 。 按 照 爱 因 斯 坦 的 相对 论 ， 
既然 不 存在 超 光 速 的 相互 作用 使 这 两 个 光子 相互 影响 ,是 否 还 存 
在 某 种 人 们 还 不 知道 的 方式 ,一 种 “ 隐 人 变量 ”, 使 得 两 个 粒子 间 互 
相 沟通 ,产生 测量 其 中 的 一 个 就 可 以 推算 另 一 个 的 效果 呢 ? 物理 
学 家 贝尔 (Bell) 天 才 地 用 数学 推理 建立 了 有 关 隐 变量 的 理论 二 。 

但 是 ,由 此 理论 构思 出 来 的 想像 实验 和 真实 的 实验 结果 并 不 
支持 存在 “ 隐 变 量 ” 的 观点 。 

尽管 以 玻 尔 为 首 的 哥本哈根 学 派 不 同意 爱 因 斯 坦 等 三 人 的 观 
点 ,并 予以 反驳 ,指出 所 谓 一 个 体系 “不 以 任何 方式 干扰 ” 另 一 个 体 
系 的 含糊 性 ; 尽管 这 些 争论 及 与 这 些 争论 相关 的 实验 不 太 支 持 
EPR 对 量子 力学 不 完备 的 责难 ,但 EPR 关于 量子 关联 (或 量子 纠 
缠 ) 的 思想 却 从 此 沿袭 了 下 来 , 即 两 个 系统 在 过 去 因 发 生 相 互 作用 
而 形成 的 复合 体系 一 旦 分 离 后 ,不 管 其 相距 如 何 遥 远 ,对 其 中 之 一 
进行 测量 就 会 提供 另 一 系统 的 信息 ;对 系统 工 的 不 同性 质 的 测量 
(相应 的 算 符 可 不 对 易 ) 就 能 预知 系统 下 的 相应 的 不 同 的 信息 。 这 
种 量子 “怪异 性 ”使 人 不 由 想起 唐 代 诗 人 李商隐 的 名 句 :“ 身 无 彩 蝶 
双飞 翼 , 心 有 灵犀 一 点 通 ”。 也 使 人 觉得 用 南 唐 后 主 李煜 的 “前 不 
斯 , 理 还 乱 ? 来 描写 量子 纠缠 也 许 是 很 恰到好处 的 。 无 怪 乎 玻 尔 发 
出 这 样 的 感叹 : 谁 要 是 不 为 量子 理论 所 震惊 , 谁 就 不 理解 量子 理 
论 ”。 但 恰恰 是 量子 纠缠 这 一 思想 成 为 现在 人 们 广 为 关注 的 量子 
ARC. .量子 计算 的 研究 基础 ,也 促成 笔者 建立 起 若干 有 用 的 连续 
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纠缠 态 表象 。 在 笔者 所 著 的 书 卫 中 ,笔者 利用 了 书 工 中 介绍 的 有 
序 算 符 内 的 积分 技术 ,建立 和 发 展 了 连续 纠缠 态 表象 理论 。 它 的 
引进 不 仅仅 是 为 了 使 于 讨论 一 些 物理 问题 或 是 退 求 形式 上 的 天， 
更 主要 的 是 量子 纠缠 行为 只 有 在 此 类 表 旬 内 才 TIRES BOR 
刻 地 说 明 ;很 多 复杂 的 计算 可 以 在 此 表象 内 进行 简捷 的 定量 计算 
而 得 以 完成 ;一 些 新 的 纠缠 态 及 其 有 趣 的 性 质 才能 得 以 进一步 地 
揭示 。 在 书 卫 中 ,连续 纠缠 态 表象 已 被 广泛 地 应 用 于 人 研究 量子 光 
学 的 压缩 态 RERIT Wigner 函数 、 解 量子 主 方程 .电子 在 磁 
场 中 运动 . 描 与 量子 电 尔 效应 的 拉夫 林 态 BSA BARA BT 
场 论 中 的 复 标量 场 等 领域 。 


2.2 双 粒 子 纠缠 态 表 象 的 基本 性 质 


两 粒子 相对 坐标 Xi 一 X 与 总 动量 Pi 十 Ps 的 共同 本 征 态 
fA. JOT 
2 
EE exp(— HL- +a! 一 六 az 十 ar az J 0,05, (2. 3) 


2 
式 中 7 二 7 十 17:。 用 
10,0><0,0| = ; exp(— ai ai 一 ds az) 5, (2. 4) 
可 以 方便 地 证 明 其 完备 性 
2 2 
pa 7> 《7| =| 1: exp(— | 91° + gai — 9a? +a) az 


+ + 。 
十 7 0 一 Ts 十 aias — a; dı — az a2) € 


=], (2. 5) 
AC d^ =d: dn; 。 不 难 证 明 其 正 交 性 . 
GQ Ip = xó(g— 2)0905— 9»). (2. 6) 


事实 上 .| 满足 如 下 的 本 征 矢 方 程 : 
(aj —a20|]p — 9p, (al —aDipomylip. (2.7) 
所 以 从 (2.7) 式 立即 可 得 到 (2. 6) 式 ,由 
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l ， ] ; 
X; = —(a;Faj), P; = —(a;—a; )， (2. 8) 
V2 V2i 


(Xi — Xi) | 7 一 V271|7>， 
(Pi + P9)| p = 29m. (2. 9) 
BI » B SC RE AS HE SPI Bl X — X; 与 Pi tP: 的 本 征 值 。 从 
(2. 5 C2. SRA | 人 完全 有 资格 作为 一 个 新 的 基本 的 量子 力 
学 表象 。 这 个 表象 将 会 有 广泛 的 物理 应 用 ,除了 在 本 书 涉及 的 量 
子 光 学 领域 , 它 在 凝聚 态 物 理 ( 如 描述 量子 才 尔 效应 .量子 场 论 ) 都 
有 广泛 的 应 用 ,但 这 些 超出 了 本 书 的 范围 , 故 不 作 讨 论 。 
在 量子 力学 中 解 动 力学 问题 时 ,求解 姨 定 证 方程 等 价 于 对 角 
化 该 系统 的 哈密 顿 量 ,这 个 使 之 对 角 的 “ 基 矢 ”构成 了 一 个 表象 。 
所 以 表象 民 有 经 典 力学 中 运动 学 的 意义 ,也 具有 动力 学 的 应 用 。 
选 好 了 一 个 合适 的 表象 并 在 此 表象 内 思维 与 计算 ,可 以 节约 思维 
量 与 计算 的 工作 量 , 也 能 使 物理 概念 更 加 清晰 。 所 以 要 引 人 连 续 
AF E En] ZH] aS ESR TR xx XE ESL P D] RET 7J SE UP PS ORCI EU, 
i HY ZY Zi Pk ap LGB SE LE SD E e AR PAY Schmidt 分 解 给予 进 一 
274: AR 
7 二 sont ite) =exp(—"WE\I" ap | P+ Ia? 
69 |— p>,exp(— imi p). (2. 10) 
可 见 当 测量 粒子 1 的 动量 发 现 它 处 于 动量 本 征 态 | p>) 时 ,粒子 2 
(不 管 它 处 于 何 地 ) 就 处 于 动量 本 征 态 1 7, 一 p> 上 ; 另 一 方面 ,| 7 
在 坐标 表象 中 可 分 解 为 
EL spon ine) —exp(— E) |" drlz) 
G9 Ix — y0XexpGz?;:. (2.11) 


注意 相 因 子 exp( — 577 | xt EHE | p AGIR Ie TH f 47 1 


第 二 章 ”两 体 纠缠 态 表象 及 者 干 应 用 31 


的 到 缠 性 时 是 不 可 缺 的 。) 

上 式 说 明 当 粒子 1 处 于 其 坐标 本 征 态 jz> 时 ,粒子 2 同时 处 
于 其 坐标 本 征 态 jz 一 六 上 ,而 这 两 个 粒子 已 相距 遥远 。 为 什么 
粒子 1 从 处 于 动量 本 征 态 变 为 处 于 坐标 本 征 态 会 使 得 粒子 2 也 作 
相应 的 状态 改变 呢 ? 这 正 是 量子 纠缠 的 一 个 具体 体现 ,使 人 感到 
量子 怪异 性 (weird) 。 


2.3 WPA Ty 


从 | 分 的 纠缠 性 可 以 导出 :一 类 纠缠 算 符 ,把 le HE AF | > 


SHA. DRE P,P. =i 在 1x Gr pom ABB 


exp(iPi X2] >= exp(— “1 )| drexpliP, (r—7512] | x5 
691 r-— Q.exp(ügix) 
一 exp( “LE ) | T 一 71721 Q| de | x>2expCin2 T) 


= VZxexp( E) go GE p= mre» (2.12) 
式 中 第 二 模 为 动量 本 征 态 ,第 一 模 为 坐标 本 征 态 。 由 此 可 见 


exp(— iP, AX,) J On | X2) 69) p>» == exp(— “EE | n). 


Vim X. Yo= b. (2. 13) 
可 见 exp( 一 1P1X;) 是 一 个 纠缠 算 符 , 它 把 一 个 坐标 本 征 态 与 一 个 
动量 本 征 态 纠缠 为 | 分 态 。 类 似 地 有 


expliP.X;) [p= exo — PE ) dr | x>, QexpliPx) | x— 9s exp, 
一 exp( EL)" dz | a expr) 69|— 912 


= VZxexp(— 15 )| p= so Ql (2.14) 
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所 以 exp(--iP:Xi) 也 是 个 纠缠 算 符 ， 

exp( 一 iP;X) | p= 12) Ql £z =— 1): = ee v. 
(2. 15) 

从 (2. 13) 式 与 (2. 15) 式 可 以 得 出 绪论 ,纠缠 算 符 把 分 别 属于 两 个 

独立 模 的 互 为 共 斩 的 态 (坐标 本 征 态 与 另 一 个 模 的 动量 本 征 态 ) 相 

纠缠 而 得 到 | p> AS. 


2.4. FER RATE AA BOMBS ZY Oi AS HY SE AR 88 PP 


产生 双 模 纠缠 态 的 最 简单 光学 元 件 是 
—T23C RAE «3X E Fo [eL BUG A] SR SR). 
从 变换 理论 。 

光 分 束 器 是 最 简单 义 最 常用 的 无 源 光 
学 化 件 , 但 它 在 量子 光学 实验 中 有 广泛 的 
应 用 ,甚至 可 以 起 到 纠缠 两 束 人 射 光 的 效 


BOI 。 光 分 束 器 把 入射 光 ( 用 玻 色 算 符 EI 
| sd? 表示 ) 变 换 为 出 射 光 (用 bi T 表示 ) SERBEEA UC 
By Bi E bi 
" MINE "I (2. 10) 


每 个 矩阵 元 B; 为 复数 ,由 于 [6; b 二 0; TA 
| Ba 十 | By |’ =1, 
| Bn |’ +| Bo |? — 1. (2. 17) 
Bui Bat Bi B5-— 0, 
方程 (2. 16) 与 (2. 17) 中 两 个 B 系数 并 不 完全 独立 ,实际 上 从 B; = 
|B; lexpQé, ) 可 看 出 
| Ba || Ba [=| Bi || Bz |, 
Oa — Ox. = A, — 605 Fn, 
令 分 束 需 的 穿 透 系数 为 r, 则 反射 系数 为 1 一 r, 它 们 都 小 于 1, 故 可 


(2. 18) 
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令 r—cos' gp, 于 是 从 (2. 17) 式 可 知 : 
| By |: 一 | Ds | = cos’ 2, 


| (2. 19) 
| By |^ =| Ba | 一 sin’ Q, 
总 述 以 上 结果 ,把 矩阵 By 表达 为 
o | cosge — singe* | - 
s — singe" cosge” v (2. 20) 


det B = exp(— 1205), 


Rp OR ESTE, ge it, Aim Os +80). 


Ss PRIDE ANAS A A BE eB LI LINERS 
干涉 效应 ,整体 相 角 w TRICK AR PTAA Sa =0, SR 
束 人 射 光 进入 分 束 器 后 不 产生 相 移 , 则 P= O= 0. REN CZ. 200 X fd 


化 为 B= cos Q ud 


一 SP coso 


用 理想 的 50/50 光 分 束 器 可 以 实现 EPR 纠缠 态 。 让 和 人 射 光 
分 别 是 两 束 单 模 的 理想 的 压缩 光 , 一 个 是 在 X 方向 压缩 的 , 另 一 
个 是 在 P 方 向 压缩 的 ,经 过 光 分 东 器 后 的 输出 光 是 
exp F (ai à) — aj £u p—0» Gr = 0» 


l 
— Tt + 
=y * eni à; — ad ai) | 


at? 


: exp( S 5 =) 0) © exp(—* EN ) | 0»; 


一 exp( 一 al az) | 0,0), (2. 21) 
此 即 EPR 纠缠 态 , |? 一 0》。 注 意 到 
in = Dy) | y= 0), (2, 22) 


式 中 D(y)=exp( ya! 一 7 a) 称 为 平移 算 符 。 实 验 上 可 以 借助 于 
把 按 7 值 (振幅 |?7| , 相 ee? 调制 的 激光 场 穿 过 一 个 部 分 反射 部 分 
穿 透 的 分 束 器 (例如 1%% 的 穿 透 率 和 99%% 的 反射 率 ), 同 时 将 | 人 一 
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0) 的 光 场 经 此 分 束 器 反射 ,把 | n= 0 BU ASE | DAS. 


2. 5 不 对 称 的 光 分 东 器 产生 的 纠缠 态 " 


在 研究 中 会 自然 地 产生 这 样 的 问题 ;在 分 束 器 不 是 一 个 50750 


的 仪器 的 情况 下 , SPERA RE X 方向 与 已 方向 极 大 压缩 的 光 场 
分 别 进 入 分 束 器 的 两 个 输入 端 时 ,输出 态 是 什么 呢 ? 不 对 称 的 光 
分 束 需 的 反射 系数 与 穿 透 系数 不 相等 , 即 在 (2. 16) 式 中 的 BeA 
B2 。 在 这 种 情形 下 , 它 所 能 产生 的 双 模 连续 纠缠 态 是 什么 形式 的 
We? 
这 里 指出 它 的 形式 为 
| 7. =exp — 4 |7]? +a; —n* (a? sin 20 -- aj cos 20) 


4-30 "acos20 十 可 à; sin 20 
4-3 GU — a]? )cos 20] | 0,0212, (2. 23) 


显然 , 当 0 一 二 时 ,(2. 23) 式 变 为 | 罗 。 容 易 证 明 |7,0 所 满足 的 本 
征 方程 是 
(a; 一 az sin20 — aj cos20) | 1,0 = (y— "cos 28) | 7,0, 
(2. 24) 
(a; — ai sin2@+ az cos 20) | 7,0) —— q'sin20 | 3,0», (2. 25) 
(a; cos 20+ a;sin20 — a1 ) | 3,0» = (cos20 — 9") | 7,0. 
(2. 26) 
从 (2. 25) sh (2. 26) 式 可 得 到 
(aisin20 一 azcos20 一 az ) | 70 = nsin20 | 7,0). (2. 27) 
4 7 二 771 十 172 ,结合 (2. 24) 式 与 (2. 27) 式 ,可 看 出 
(X; 一 Xitan0) | 7,0 =—/2 tan? | 3,0, (2. 28) 
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(Pi PtanO) | 7,8 = qW2 | 7,4. (2. 29) 
用 IWOP 技术 可 证 |w, 人 具有 完备 性 : 


à 
sin20| 2 | 9.0» G0 | 


2 
— sin 26| UE exp| 一 | n| +a 
— asin 20 — a; cos 20) + 9° (a, — a sin 28 
— ať cos 20) +> (9? 9"? )cos 20 
十 (ai às + @,@>)sin 20-- (al? —a,’ 
+ a? — ai)cos20— aj a, — a; a» | : 
=; exp| 一 二 | (al — az sin 20 — a, cos 20) 
sin’ 20 
* (a, — a» sin20—a| cos20) + js 20(ai 
— a sin 20 — a; cos 20)? + jos 20(a, 
— a; sin 2Ü — aj cos 20)? | 


十 (al az 十 aiaz)sin 20+ lar — qj? 


+ ai — a$)cos 20 一 al ad] — d» az | : 


=i :一 ]。 (2. 30) 
以 上 关系 又 能 导致 如 下 的 正 交 性 ， 
/ u n0(n— 9 )8(n*— n") 
(9,01 0,0» n 20 。 (2. 31) 


Lp. Od Schmidt 分 解 在 坐标 表象 中 是 
V3cos0 | q— n,o =| driz+ By, 
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& | (x — D )tan®>,expCirq.). (2. 32) 


在 动量 表象 中 是 
ag n MEN: 1 72 
/2sinü | y = 万 ,0> = | ap! (p+ 9 > 


+ 

四 | —~— 2 — x ),exp(— iph: ) 。 (2. 33) 

Les EMBED DIL Ejix-0»d4 
表 , 入味 到 不 对 称 光 分 束 右 的 两 人 辟 时 ,所 产生 的 出 射 光 是 
expl 20(az ay 一 al à) | | p= 01 69| z = 0» 


=exp| af af sin20+ 5 (aj ~aJ*)eos 20 || 0,0), (2. 34) 


再 用 平移 算 符 作 用 之 ,得 到 
D; (WDexp| a a; sin 20 -.- i (al? — aj? )cos 20 | 10,0» 


=exp| — 3 |+ ai 一 入 (ay sin 20 +a; cos 20) 


+57" cos 28+ ay az sin 28 4- 7. (aj —a;* ^ )cos 20 | 0,0> 


=| m0. (2. 35) 
Bir LA FAAS XT BR AY SED RE] PASC OR, EA WA I — 
个 正 交 ,完备 的 表象 。 


2.6 WEST EPR 2028585 


对 于 双 模 光 场 ,为 了 描写 其 所 处 的 态 的 量子 起 伏 ,通常 引进 一 
XY IERIJJE SERO 7] 55 3 
Y, — a tal +a? 十 az — X; + X; 
2/2 2 


[16] 


(2. 36) 


ee 
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+ t 
Y 177 4| az — a» — Pit Py (2. 37) 
| 2 2i 2 
这 一 对 算 符 在 量子 光学 中 称 为 正 交 相 算 符 (quadratures) 。 显 然 
LY; Yo | 一 i. (2. 38) 
PLA 


Xj HH Y, = 53 C2. 90 3X MS EL PARU LER Lp S E 


TESEIU TESE T META 质 及 其 双 模 压缩 光 场 态 的 起 伏 
是 最 为 方便 的 。 事 实 上 ERB | pie Ys 的 本 征 态 , 压 缩 算 符 Y. 
MERE EAT | PA MAR IWO 技术 尝试 计算 ( 令 se). 


s sf EN Deye Lf E ef Lf d) 


: 
a 

PE -a)r -a )--ai à; 十 aiaz 

af ay aj az |: 


—exp(a; ay tanh A)expl (al a; 十 az a; +1)Insecha | 


* exp(— a,aytanha), (2. 39) 
不 难 证 明 , 它 又 等 于 
S, = expl A(ail a? 一 aiay |, ( 2. 40) 
可 见 5S; 确实 起 了 压缩 纠缠 态 | 分 的 作用 ， 
S |p =-+|2, (2. 41) 
u p 


所 以 称 (2. 39) 式 是 双 模 压缩 算 符 的 自然 表示 , 它 明显 地 揭示 了 经 
ji. c 数 7~ 二 的 量子 映射 就 是 双 模压 缩 算 符 ,这 文 与 以 下 的 物理 实 


和 祭 相 对 应 , 即 当 一 个 光子 人 身 到 非 线性 介质 中 ,产生 一 种 参量 下 的 
THRILLER ,此 光子 自发 转化 为 两 个 光子 ,它们 组 成 一 个 纠缠 态 。 
现在 把 单 模压 缩 算 符 的 自然 表示 


k dz 9 
| PG |= exp| 5, (a —a poe (2. 42) 
um Ju H 
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与 (2. 39) 式 相 并 列 ,就 可 以 悟 出 狄 拉 死 表象 理论 所 缆 池 的 美感 , 即 
有 了 TWOP 技术 来 发 展 狄 拉克 的 符号 法 ,1 小 -中 不 但 使 得 表象 
有 更 广泛 、 更 深入 的 应 用 ,而 且 拟 示 了 更 深层 次 的 量子 物理 表现 形 
式 的 简洁 美 与 和 谐 美 。(2. 39) 式 与 (2. 42) 式 的 表述 都 很 简洁 。 一 
般 来 说 ,公式 或 定律 的 表述 越 简洁 ,应 用 就 越 广泛 ,内 涵 就 越 深 刻 。 


(2. 42) 式 与 (2. 39) 式 的 表述 形式 又 很 相似 ,一 个 是 |z?->| 立 》, 而 


另 一 个 是 | 用 一 | 二 > 它们 分 别 对 应 了 单 模压 缩 和 双 模压 缩 ,所 以 


反映 了 量子 规律 的 和 谐 。 狄 拉克 曾 说 过 :“ 一 条 物理 定律 必须 具有 
数学 美感 ”。 因 为 他 认为 "从 本 质 上 来 说 ,自然 规律 是 简洁 的 .在 
1977 年 ,他 又 写 道 “在 我 相知 的 物理 学 家 中 ,我 认为 苹 定 证 是 与 
我 风格 最 接近 的 一 位 ,我 发 现 目 己 与 薛 定 请 最 为 一 致 ,其 原因 是 他 
与 我 都 热烈 地 欣赏 数学 美 。” 

“上 和 帝 是 一 位 非常 高 水 平 的 数学 家 ,他 用 非常 先进 的 数学 创造 
了 宇宙 ”, 狄 拉克 如 是 说 ，。 

上 述 纠 绰 态 表象 堪 称 为 简洁 与 和 谐 相 结合 的 一 个 表象 , A 

1935 年 爱 因 斯 坦 等 三 人 提出 量子 纠缠 的 思想 ,到 1994 年 纠缠 态 
表象 的 正式 建立 , 约 经 历 了 60 年 ,这 一 事实 也 使 人 想起 狄 拉克 的 
万 一 段 话 :，…… 一 旦 有 了 发 现 , 它 往往 显得 那么 明显 ,以 致 人 们 奇 
怪 为 什么 以 前 会 没有 人 想到 它 .” 自 1994 年 后 ,纠缠 态 表象 已 得 到 
了 系统 的 发 展 "中 (纠缠 态 表象 的 数学 构建 可 见于 笔者 1987 年 
的 一 文 ,但 在 那里 没有 说 明 它 就 是 纠缠 态 )。 作 为 双 模 压缩 算 
和 从 的 纠缠 态 表示 的 一 个 重要 应 用 ,以 下 计算 双 模 压缩 数 态 Slm, 
n? ,这 里 1m,7) 是 双 模 粒子 态 。 为 此 ,引信 一 个 称 为 双 模 厄 米 特 多 
项 式 的 特殊 函数 Hn ABE PRA RR, A- 


tt 


mnl) = expC— tt +t tt"), (2.43) 


mia 


根据 | /的 指数 形式 ， 有 展开 
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| p= >) exe(= > | 71") Hmn 99" ) ara” |o, 0) 


Mi, n-—0 


~ 2 并 (—1)" 
m 9 n", ri d + >》， 2. 44 
È ew(- 5 NA )H n(n") M | mn, C ) 


Hm,» (7, 7] *) 的 定义 是 


mn(m, n) 


XY. mn! m- * n-— 
Has Cy 7 )— 2 im Dina bie UT n ( 


i=0 
grim 
arar” Exp — 
从 (2. 44) 式 导出 
<q | mm = exp(— 3 | 7 E e Hes OT ). (2. 45) 
m! 


关于 这 点 ,在 第 三 章 中 还 要 深 人 研究 。 用 以 上 这 些 关系 ,就 有 
_ {dyin ED 2\ (— 1)" x 
S | min>= | £2 Dexp/ 5 i 了 了 | Him 697") 


utei 
_ "77 (ťa odpel 
Pt”) um 了 yexp( 一 3 B ) 有 


exp( 一 tt 4- £9 d- t9) 


ma 


_ cp' aT | £7 ED of 1 
— /mInt ator” nero 2 | (+1) 


een G wane + ay al | 0,0> |ir=0 


= (— 1)"sechA ——— c 3 IU exp[ tt tanhA 
十 sechaAktar — taj )+tanhAai aj | | 0,0> [o 
min( m:n) 
] 
= £ Int n (. i 
sechA m 1n! 2; Ha Dim D! tanh A) 


. (sech A)" goa!" exp(tanhAaZ at ) | 0,0> 
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_../mintexp(tanhia? a? ; — CctanhA? —— 
mint expt a un AE (n — j)lim—n-4- 7)! 
© (sech) 7 Hg ma | 0,0», (2. 46) 
而 且 
Gn n |S m.m — om on’ | ‘mint ` (— tanh A)" 


mac J Vt — m — n joa — j)! 
. (sechA)" tH aj ja! mH (tanhAa; ài yr | 0,0» 
= Ou vanas C D” vmm In'n V CtanhA)"  CsechA)7 


Va UT ———— — s 
jemadon-m J LA —)lin—;)!Gn — n 4 ij)! 


(2. 47) 


2.7 HINRERE RA Al ods a 
JA ZAR B AERIS T ELA LS FY RR a. BI 
| BY Schmidt 分 解 式 (2. 11) 知 
CX, 十 X2) | p= ORAR | q?) GA | q—429,»; eset) 
3 fo 9. 
— V2 5 E (2. 45) 
式 中 ”了 人 十 1 。 男 一 方面 ,由 (2. 103€ X8 
(Pi — P:) | p= | dp(2p +m) | 户 十 V272 》 Qi py, e n een? 
_: fx 9 
可 见 在 《7 表象 下 ， 
. 9 9 
CX; + X2) wives (P; — Pz) waives. (2. 50) 
由 此 看 出 : 


PE PRM RAR AT A 4] 


TI iO +P,)(X, +X) = ines C |. (2.51) 


今 no=e ,并 记 | y= UI : 722 Bill H C2. 51) 式 导出 


a s Pi + POOG E XO ie 3 i9; — e | 


—1 aL ,72 二 @ |o (2.52) 
+? a 


iA 3 , 

S | exp| 5 CP. + PY Xi +X) |= exp(~2 5) m e | 

一 《Te |= M eg]. (2. 53) 

这 表明 么 正 算 符 S=exp i CP EPOOG X0 — 5. | dB DR 
缩 为 


A 
《7 | S = exp(—5 Jansen (2. 54) 
APR OA A RR RSA. mg 
/ À < 
S = ex(- 5)| $ | MN enale (2. 55) 
用 TWOP 技术 积分 之 ,得 
S' — sech? À 。 exp{— BL Ca? 十 cz ) mE (a; +a) | 
— Fal +a} (a, +az)(sechA—1)} :. (2. 56) 
用 算 符 恒等式 
expl f(a; +a; (a, -a)] =: exp > (ef — l)la! 十 aa )(ai +a)]:, 
(2. 57) 
S 可 写 为 
S = sech? Aexp| 一 tanada} + aj d 
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。 exp| 5 (ai +aJ)(a,+a,)In secha | 


+ exp| 2am (ai +a)? |, (2. 58) 
这 是 一 个 新 压缩 算 符 ,相应 的 真空 态 是 
S' | 0,0» = sech? Aexp| — tan (at 十 dj * 0,0. (2.59) 
式 中 包含 ao a Raja; 三 类 算 符 。 上 式 也 可 以 表示 为 
S | 0,0) -exp(-$) €" | n? 


2 e ^ 


2 
- exp(— Dope (2. 60) 
用 类 似 的 讨论 可 证 
CX, — X; 2CP,— P,) . 
《1 | 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 17) Cn |. (2.61) 
7 | ; 7 T 7 | 
令 7; — e" , Wl 
(X; —XÀ)(0P,—-P09 7 .. 
《7 | 2 m TS L n- e* ,75;| 
-i= e ,2;l. (2. 62) 
由 此 可 见 
S = exp| —i FX — X,)(P, — P3) - 5| 
一 = ex(— 5 )| €? | mGe^mi mil, (2. 63) 
用 TWOP 技术 积分 之 ,得 


1 
S =sech* Aexp{ — 498^ (aj — aj * | 


. exp] — 5 (al — aj )(a, — a;)ln cosha | 


exp| SA (a, — a2)? |, (2. 64) 


第 二 章 ”两 体 纠缠 态 表象 及 若干 应 用 43 


这 征 万 一头 单 边 双 模压 缩 算 符 。 单 边 双 模压 缩 态 也 可 以 用 光 分 永 
华 来 实现 ,这 将 在 下 一 节 中 论 及 。 


2.8 产生 单 边 双 模 压缩 态 的 哈密 顿 算 符 


下 面 分 析 什么 样 的 动力 学 哈密 顿 量 能 够 生成 如 (2. 54) 式 那 
样 的 压缩 演化 。 为 此 , 令 (2. 55) 式 中 的 压缩 参量 n e 为 时 间 的 
PRAG (0 一 e ,再 求 相 互 作用 哈密 顿 量 , 它 能 生成 连续 的 时 间 演 
化 | 一 | 01 ,ens》>。 对 (2. 58) 式 中 的 1 微 商 ,得 


IS WD] i HDT a, -Fa;)* — (ai 4- ai Y ]S [uo ], 


ot 
(2. 65) 
把 它 与 标准 的 车 定 记 方 程 
ij Seo) = HOS Tua] (2. 66) 
相 比 较 , 可 知 在 相互 作用 图 像 中 能 产生 所 需 压 缩 的 哈密 顿 量 是 


H@= = La + a3)? — Cal +a? )?] 


- eI ECP, + P,)(Q+Q)+i], (2.67) 


这 样 的 动力 学 机 制 可 以 发 生 在 二 次 谐 波 产生 或 参量 下 转换 过 程 
P. AE, S PER ARGIS CE, 和 Ei) 进入 一 个 非 线 性 晶体 ,其 极 
化 强度 不 但 与 E+E, 的 线性 项 有 关 , MASE +E ) 的 二 阶 项 
有 关 , 比 例 系数 分 别 为 YD 和 y? , 
P= Y" (Ej, --E)D +2 (E, +E) +e, — (2.68) 
AFP EG. t) ~a “十 qi e 7 。 那 么 出 射 光 就 是 单 边 双 
结合 (2. 55) 式 与 (2. 63h, Al ARS AMA 
典 标 度 变 换 导 出 新 的 压缩 算 符 , 进 一 步 暗 示 了 压缩 与 纠缠 的 关系 。 
下 一 节 将 在 单 边 双 模 压缩 态 的 基础 上 构造 相干 纠缠 态 。 


44 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


2.9 ”相干 -纠缠 态 


本 节 将 构造 一 类 新 态 , 它 既 有 相干 态 的 性 质 , 又 是 一 种 双 模 纠 
Z8 2 ,而 且 它 在 量子 光学 理论 中 有 一 定 的 用 途 。 这 个 态 矢 量 在 双 
模 Fock 空间 中 的 表示 为 
ji 


| ax? -exp(— 7 la |? — 2" Jexp 一 二 (ai tat) 


l | l . 
(x4 52)a! 二 (xz 一 了 cja: l 0,0), (2. 69) 
RAE KE AEA Z 
a} | asz) = (一 四 -al ) +a || az), (2. 70) 


a» | At) = ELEC a totar a,x2, (2.71) 


(ai 一 0 ) | a,r) =alasx, (2,72) 
它 体现 了 相干 态 的 特点 。 为 一 方面 ,由 
(a, +a.) | a,x) = (—ai 一 az +27) | az， (2.73) 
可 知 


306 XD | a,x) = 方 ?7 | asz» (2. 74) 
X HET 24 SAS ER Ba > Fb Ca — a.) GOK) +X.) BS [n] 


本 征 态 ,fal 一 az ,Xi 十 Xz 二 0。 用 IWOP 技术 可 证 |a,x) 是 完备 
B 


[affine 
=|" | EE exp — 1 lalt*—a^— nc 十 az 4 (x+5a)a! 


+ (x $4)a: 一 al al 一 — a3 az 一 一 人 (al 十 aa + (Sa +a Ja; 
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4 (2 — Fa" Jaz | =]. (2, 75) 
为 了 考察 |a,x) 的 正 交 性 , 先 写 出 它 与 双 模 相干 态 的 内 积 . 


| » I ] ] 
(2j 9X | a,x) = ex(— E Ler) | zi | 一 了 | z d 


exp — Gee (x45 a jzit (7 r—52)23 |, 


(2. 76) 
然后 计算 
2 
(a yx a= | S ad 32 (a! ,x | Ziz? Zo. | A,X 
Ped 1 1 
-pjata Shia ada ta) 
04. ly ji ] x 
tħ tge a) +t (rt ge 
/ I f o l l 
+(x — 5a jz +(x za jz 3 . (2 77) 


式 中 
D, = exp — t (a P HE ah |?) — FC? 27) |, (2,78) 
利用 6 男 数 的 极限 形式 : 
x) = lim Facer (= z), (2. 79) 


é—{] 


最 终 得 到 内 积 为 
(a ,r | a, £) = /nexp| — (| a l? +j a |?) aa" arr’), 


(2. 80) 
可 以 用 光 分 东 器 来 产生 |a,x) 态 。 让 分 束 器 的 两 个 输入 端 分 别 输 


入 理想 单 模压 缩 态 exp| ~ai |10》， 和 真空 态 10》: ,那么 分 束 器 
的 功能 可 由 算 符 
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R= exp| — 5 (al a; — aia ^| (2.81) 
表示 , 它 作 用 于 输入 态 , 得 到 

Bexp(— ai J| 0: @| 0z = exp[— (ai cos8--a! sin)” ]| 0,05, 
(2, 82) 
当 0 一 于 ,上 式 为 exp| 一 了 (at +a? Y |10,0》, 即 上 节 所 述 的 单 边 

HRS. BHÁERIPNRTOEEER-R HEU EI 183] e,r), B] 
D, Lg G9 D. s G9) Jexp| — 4 (ai tal "| 0,0) =] a,x). 
(2. 83) 
物理 上 ,这 两 个 平移 算 符 的 作用 相当 于 两 束 不 同 模 的 激光 的 调制 。 


Hle, x 的 相干 态 性 质 , 它 也 可 以 被 用 于 建立 密度 矩阵 
ola; 一 cz sd] —a:) W] P 表示 ,参看 文献 [24 |, 


2.10 (EA Xi - Xi 5 Xi P, — X; P, 共同 本 征 态 
的 两 体 纠 缠 态 … 


以 上 讨论 了 两 体 纠缠 态 是 X 一 Xs 与 Pi 十 Ps 的 共同 本 征 
仿 。 也 可 建立 男 一 种 有 关 坐 标 、 动 量 算 符 的 纠缠 态 , 即 鉴 于 
[Xi +X$,L.]=0, L, = X P: —X;P, (2. 84) 
它们 是 X Xo, P1, P2 这 四 个 力学 量 的 另 一 种 组 合 , 反 映 另 一 种 
zu Ha TE JE 
以 下 求 Xi 十 X5 5 L. 的 共同 本 征 态 |r,m>, 它 满足 
(Xi +X) |rsm> =r rm Lirm=m]|rm. 
(2. 85) 
用 狄 拉克 的 二 维 坐 标 表 象 | x ,zs》, x = pcos 0, z: = psin 0, P = 
rid 
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1 
LiT) =R exp| — » -- /20eCa* cosÜ 4- b' sin) 


ote 10,0), (2. 86) 
则 
L, —— iz 元 tin, = =i 5, (2. 87) 
由 
Gu xs | (Xi + XD | rm = oT, rs | rm 
= ryr | rsm), (2.88) 
可 知 


CTit | rm) = 8(g — p) 
= [der ++], (2, 89) 
式 中 第 二 个 6 函数 无 贡献 ,因为 pAr AAI MAO. 87) 式 得 
Gn «s | (Po —XeP1) | rym)=—i S Gn as | rym) 


= mx x2 | rom). (2. 90) 
AAC sm romae, h F A R E — E RAE @” ano = 
e lem ATA m ERA m=0, +1, +2,, WEC. 89) 式 与 
(2. 90) 式 ,得 


(ri 52 | rym) = ;-3(p— re", (2. 91) 
由 此 导出 
| r m? = I dx, dzz | Lis? LL] 9 09 | rm? 
1 [* Q4? 4. 1 t 
— |. dg| odpe'”” 5-9 (o — Dexp| — e -- /2p(a* cos 


t2 t2 
4- b! sin) -4 te | | 0,0» 
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= Lep(- 55 Jew(- a EB y P agens 


。 exp| /2r(a! cosÜ 4- b? sin0) || 0,05, (2. 92) 


今 =e Az ET pa A,A' — B,B' =], A.B’ =(Q, 
Sz 5 5 l ]J=[B,B' ]|-14 l 


对 (2. 92) 式 积分 ,得 |r,m) 的 显 式 


| rm? 亡 op( 一 所 —A' B' Jo? exp{ rA ` ee as | 0,05 


E rat pt = r*AĄA TFB TR 
= 2vmrexp(— 5 -A'B') D Terai 00^ 


(2. 93) 
它 是 双 模 Fock 空间 中 的 纠缠 态 ,其 中 exp —A ^ B' ) 起 着 纠缠 的 
作用 。 从 以 下 计算 
» | de T? | rem? rm | T] (02? 


np x 


= >, u 2 exp[ im Ó' — 0) Jó(p — r)ó(p — r) 


r 


k= maxCO,—m? 


=n 


l r HF 
pe (PP )6(0 — 0 ) 


—59Gi- 1 )ór,— X») 


ES 

2 
Ay UA. irpo SERI: 
nar 

Z5] 


Hi—— —ÓXl 


CLIL) diem. (2. 94) 


— 


rdr | ram><rom |= 1, (2. 95) 


0 


<r’ sm’ | rem) = || dy dere <r sm £] sT? CT] 9X2 | r,m? 
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On fo 

-| | doddexpli(m’ — m^] +8(p—r)d(p—r’) 
0 J0 4r 

= (rr Ön » (2. 96) 
Ar 


可 知 jr,z > 是 正 交 的 。 又 由 
[Xi HX, „L. | =— (X; Tb , (2. 97) 
|X; —1X;,L,] =— (Xi, — iX), 
可 得 
L.X F1X2) | rm? = (Cm +1)CX, +1X2) | rm», (2.98) 
BrACX, HiX) irm Le 的 本 征 什 为 m 十 1 的 本 征 矢 , 确 实 , 从 
(2.91) 式 可 见 


(X, iX) | rm)= || ndr | zoe" Op—7) 


= all | dx, daz | Lisz? xix; | rm 1 


—ri|r,m--1», (2. 99) 
类 似 地 有 
(Ai —1X2) | rm» =rir,m—1), (2. 100) 
所 以 Xi iX; 是 1r,m) 表 和 象 中 的 上 升 与 下 降 算 符 。 分 析 (2. 93) 
式 , 可 以 称 |r,m) 为 半径 - 角 动 量 纠缠 态 , 即 尽管 Xi (i 二 1,2) 与 角 
动量 L. AMS ,但 是 Xi 十 Xi 与 之 对 易 , 它 们 可 以 同时 精确 地 被 
测量 。 具 体 的 物理 例子 参见 文献 | 25 J. 


2.11 市 参量 的 两 体 纠 缠 态 表象 “ 


对 于 不 同 质 量 的 两 个 粒子 ,其 质心 坐标 Xc^tm Xii X; 和 
两 粒子 间 的 质量 权重 相对 动量 P, = Pi—m P, 是 对 易 的 ,它们 


有 共同 的 本 征 态 , 称 之 为 带 参量 的 两 体 纠缠 态 ,这 里 p M= 
m tm ,pi 十 pz 二 1。 所 建立 的 一 般 态 矢量 是 
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| O= exp| —3 | C |^ HE+ geb Dai + OFE'— gaz 


— fg (al? —ai*) — (f? — gal ai | 10.0, 


C= Ci 4-65, (2.101) 
式 中 实 参 量 f 5g EMRK, +e =i CRIES |, 是 完备 
的 。 由 TWOP 技术 ,可 证 


E Dl= 2] Eep EI +o Feb ai 


+ (f6*— goal — fg (Gi? — ai?) 
—(f*— — g Jaj aj 十 人 + gba, 
+ (f5 — gb 0a; — fg (ai — ai) 
— (fF — g )aia: —ai a) — a; a |: 
: expl (fai + fa; + ga — ga: ) 
e (fal + gai + fa, — gaz) 
— fg (aj! —a4?) — Cf? — gay az 
— fg (aj —a3) — Cf? — g Jaia 
—a| Ul —aja;]: 
= | exp (f +g? —1)(a! a, +a} a) |: 
— 1. (2. 102) 
另 一 方面 ,也 不 难 证 明正 交 性 ， 
CE | D, = nC EDA 06), (2. 103) 
o>. 所 满足 的 本 征 方程 是 
[flai +az)+ gai —aD]|I 0, =E] 0, 


(2. 104) 
| f(a! + a3) + gla, — az )] | Og = S | Og o 
1 
| (2, 108) 


"E (C [i ¥ 


a? 


FIA 


可 把 js>x BA 


WKS RAAT MH 51 


2 
| D; = exp( - 5 + al COCA] — Aj; A? ) 0,05, 


(2. 106) 
而 本 征 方程 (2. 104) 则 改写 为 
(A; +A) | oF = ¢| Og: 
CA; +A; ) | Og = ui ego 
以 下 分 析 f 5g 取 什 么 值 时 ,| D, 恰 是 两 粒子 质心 坐标 和 质量 权 
重 相 对 动量 的 共同 本 征 态 。 注 意 到 坐标 动量 算 符 与 谐振 子 产生 、 
KAA KARE 


l 71,00; iP, | . 
a, 一 一 | /一 一 人 ;十 ,1— 1,2, (2.108) 
A h Mm Wh 


为 方便 计 , 令 O:,=1,4h=1,M=m, +m, —2,mi — 2p; , Mj p C2. 108) 
A PJ AN 


(2. 107) 


T 
X, = HOS | P, ——i Vt; (a; — aj ), (2. 109) 
2 pi 


认定 f 5g 为 


f= 5 ts. go. (2110) 
用 (2. 105) 式 , 则 质心 坐标 为 


2Xc- V tt (a 十 ai ) 十 V tt; (as 十 a2 ) 
+) 十 ay ) 
A +A , A: +A] 
= 一 一 一 一 十 一 一 一 一 ， (2.111) 
V2 V2 
T T 
Q1 ~ ay d: — də 
2P, = 2 (SS SS 
/^ Le i / t i/u; | 
= EXE LB (a, Sap) I Es cad) | 
i V2 /2 


52 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


A; — Ay Ar | Ag — Az A? 
由 (2. 107) 式 以 及 tit. 
1 
Xc | Oe, 一 一 站 | Dg, 
P, ge T 一 — g’ 2 g? 
|o "x ggl 


所 以 当 取 (2.110) 式 时 , | O, 为 Xc 5 P. 的 共同 本 征 态 。 由 | 8 
FY LAA SIE B 1E USE ES : 


2 

| m$. exp(— HL + qA; — 2' Aj +A; A J 0,0» 
2 

一 exp, — LEE + (fn — gn" Dal — (fn*+ ga; 


4 Cai? — a; ? ) fg +a; à; (ff — £g ü | 0,05, (2, 114) 
它 也 具备 完备 性 : 
j£ PO 1, (2. 115) 


按 如 下 的 方式 引入 相对 坐标 与 总 动量 
X 一 X — X, = ai tar — a, Fa; 


LV Hi 2 o 
|] A+A ASTA 
= 3 5 5$ (2. 116) 
Po= P, +P, = [GS AD) HORS — AD), (2.117) 
/2i 
则 可 见 1 >, 满足 的 本 征 方程 是 
X: | P; 一 3d. | Pes Pe | mp, = 29 p,. (2.118 


«OSTIO, 的 内 积 是 


"e | C>, = Lexp( 15 18-)— 方 exp[i(y 5 一 7251) ]. 
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n= 71 十 17，。 (2. 119) 
TEAC, Pc) 5E CXc, PO dé AE 8 3E Sg B6 MASE Pr ELLA 
征 态 | 分。 55, HARSH. 


fX, 的 应 用 ,以 下 求 类 库仑 位 势 去 在 ,<$| 中 的 表示 。 用 
(2. 118) 式 得 
Io | E oN Ioue Oca S| 


=||||s 7 dts a, T 


* exp SENI C ga) 一 72(051 一 6:0 Jj 
E ~ gi) || "heise: E EX C | ei 0) 


e expLigi C£5— a. 


= Qi —g,01 || andr exp — SE Eo 


277, 2 
T6 EB) EEG AM +in ti $2) — AB], 
(2. 120) 
利用 积分 公式 
oO dy, . / 。 [ g, > Cos 
|. Pelin Gi bed] = mix | SOLD 
(2.121) 
得 到 
i( Ee ior / 
x = M J d cel. (2, 122) 
现 考虑 一 维 氯 原子 ,其 哈密 顿 量 是 
PL Pj b 
H= om In X —Xs (4, 123) 


用 质心 坐标 和 质量 权重 相对 动量 ,可 将 (2. 123) 式 改写 为 
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H=—£4 244, H—UM ^? (2. 124) 


ste È 项 代表 质心 自由 运动 EX JG Zeb. TEC m, 《51 Se | 
表象 中 ,用 (2. 113) 式 和 (2. 122) 式 可 知 能 量 本 征 方 程 形 为 
g< = 0,65 | (+E) V? 
.CÉ —-gX 2 iCf^ — g^) 7 ode / 
-LTE neo to HELTE] ato. co 
=}4 (0,2). (2. 125) 


仅 考虑 束缚 态 情况 ,E<0。 令 s - ay A. 125) 3& 
BN 


— 90,06) _ — V8ipk — ^ (5 126) 
| dtieco. £2 (f* — pg )CC6$4- s*) 
其 解 是 
I, d£54(00,62) = exp| Ei arctan 82 | C. 


(2, 127) 
RP CERE BEE 0+ me DE MCE A EE A 


V8uk _ 
(E — gh = 2n, (2. 128) 
AP n NEM AA 
exp Sik arctan fe | exp| — i2n(0 + x) | 


= exp(— i220), (2. 129) 
由 (2. 128) 式 ,得 能 量 的 量子 化 值 为 
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po d -ga -— UY Vek) LL uk 
Ap 


4u nCf* — g*) 2n^ ^ 
(2. 130) 
从 以 上 的 讨论 可 以 看 到 ,使 用 了 合适 的 表象 ,就 可 以 方便 地 求 得 动 
力学 解 , 这 正 是 狄 拉克 表象 理论 的 精华 所 在 。 而 纠缠 态 表象 应 该 
是 量子 力学 中 一 个 不 可 或 缺 的 表象 ，。 


2.12. 用 | 人 少 表 象 寻求 广义 压缩 算 符 ” 


用 | 分 表象 可 以 寻求 推广 的 双 模 压缩 算 符 , 先 把 | 爷 表象 改写 


为 
| p= | u — exp| — 3n 207 (a) 一 ay 
72 No 
iat + iaj (7 eat al | | 0,0> 
72 
= exp(— 777 +A' 7 十 a ai )| 0,0», (2.131) 
式 中 
A’ = (af —a; iat diaz )， qz ("), A= od > 
yE — 12; —- id; 
(2. 132) 
构造 以 下 积分 型 的 投影 算 符 (广义 压缩 算 符 ) : 
1f 
sw = ewt | EM a? pdh) (2. 133) 
d 7/2 7]? 


显然 它 是 么 正 的 , 且 满 足 乘法 规则 : 
u i d'7» Wi )i 
SCAOSCAD = (detA, Aj) | - ELSE 


= SMAA). (2. 134) 
用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,可 得 SCA) 的 正规 乘积 展开 ， 
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1 à ~ ~ 
SQ) — (deta)? | £1: exp| — La Ano 


+ (AA " +A) +aja? 十 Cl az —a dı 一 à? a; | : 


det A) 2 


a (L4) : exp| (ATA +A) 


—— € 


. (+A) OC +A) + Ca, —a} Ya; —al)| : 


1 
2 


det A 
det ( I+ AA + AA ) 


: exp (A1A)| d 


(AC ADA PME JA ) :， 


d+AMTA A+A)” 1 1/4\A 
(2. 135) 
推导 中 用 到 了 公式 
|. d'rexpC- aNs +a) — n° (det Ny? exp( t» N^) , 
(2. 136) 


oA. F= (x, Sr...) (Wi 3 Vo 2112 N 是 个 n Xn AB EE, 
引 人 双 模 光 场 的 两 个 相互 正 交 的 分 量 ( 算 符 ) ; 
X= iO +X), P= i0 +P,), [X,P] = +. 
(2. 137) 


根据 本 征 方程 (2. 9) ,有 


| Lp dy 
S GCOPS(AD— S (deu? | 15 (Aa 91+ A272) 
x 
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= $a (Xi 一 X2) +42 (P, 4- P2], — (2.138) 
另 一 方面 ,为 了 知道 X 在 S (4) 变 换 下 的 行为 ,将 (2. 101) 式 中 的 
Io 态 改 写 为 
| 6 ,.0->exp(— 5 | an + fay + f*a; — dj d; ) 0,0» =| C), 
(2. 139) 
FE | mcs EST | > ,得 到 
DD=| ogo =t S| beg - int mt], 
(2. 140) 
ULAR mp 5 > AAT AER, RBA AME A ds ,这样 就 有 
At 小 = 一 | 2 > 5>expi —i (Anit Aiz7:2€5 
— (An Mit An ?:261]] o (2. 141) 
用 (2. 133) 式 和 (2. 141) 式 ,就 可 以 把 SCAD YE | ORB PERM: 
S(A)= T deup? | SI SE | eo [ $5 | explicn tto] 
° exp{— il (Anı + Aiz2:2 6,— (Aa it Az23:2 £31] 


= ewt | G )> M "i (c) 


= (detA) 3| es) A pq). (2, 142) 


由 | 多 所 满足 的 本 征 方程 


OG +X?) | b =V20,| P, (Pi —P2) | O =V2E2| b 
(2. 143) 


和 (2. 142 S ,就 可 得 到 X 在 SCA) 变 换 下 的 变换 规律 


S' COXSC)= | 全 Faq An bit Ast MEM 
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= [An(X + X2) + Ai CP; — P,) | (2, 144) 


由 (2. 135) 式 又 敌 厂 义 双 模 压缩 真空 态 是 


| pasoo [oa ANT 


tata : 10,0), (2. 145) 
由 (2. 138038 B (O2. 144) 式 得 
CO || X |} 0> = 0,<0 || PIO = 0, (2. 146) 
故 光 场 的 两 个 正 交 分 量 的 量子 起 伏 是 
2 2 AL 二 Ai 
(AX)? = <0 | X? [o = BEES, 
(2. 147) 
Ah tA 


(AP) = <0 || P? l0» = 


特别 当 Au =A = Ar =An =0 WY, (AX — m » CAP =“, 


习 题 


1. KAIT expo f(a: 一 az) JexpLg(al 一 az )] 的 正规 乘积 展开 式 。 

2. 求证 exp g(Xi 十 XX,)*]10,0) 是 一 个 广义 压缩 态 , 并 求 其 压缩 效应 
即 求 光 场 正 交 分 量 在 此 态 的 均 方 差 值 。 

3. 试 讨论 相干 -纠缠 态 与 EPR SAR. 

4. RIE | 039 | " ,0 的 压缩 算 符 。 


5. —— | & , 求 光 场 的 另 
TARBA. 


5 — 
FAN TWOP RA JB T GUR] 3E 7E ELE A 


3.1 相干 态 客 备 性 的 正规 乘积 形式 与 应 用 


利用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,可 以 探索 相干 态 的 若 于 新 性 质 。 
相干 态 这 一 重要 的 物理 概念 ,最 早 由 薛 定 刘 于 1926 年 提出 ,尽管 
当时 未 以 相干 态 命 名 ,但 他 对 于 谐振 子 位 势 的 研究 中 ,找到 了 某 个 
量子 力 竺 态 , 该 态 体 从 类 似 于 经 典 粒 子 的 演化 规律 。 到 了 1961 
年 ,卖国 物理 学 家 数学 家 Klauder 首先 从 数学 形式 上 给 出 了 谐振 
TAB T SE Fock 空间 中 的 表达 式 中 ,并 用 它 讨论 了 路 径 积分 。 
到 了 1963 年 ,美国 物理 学 家 Glauber 把 相干 态 用 于 研究 光 的 相干 
性 ,并 认为 激光 的 量子 力学 解释 就 是 相干 态 :3 ,使 量子 光学 成 了 
一 门 新 学 科 , 他 因此 获得 2005 E UL OR Be. Glauber 并 明确 
指出 谐振 子 相 干 态 ( 记 为 1z)) 是 玻 色 子 漂 灭 算 符 的 本 征 态 ; 
alz»—z|z (3. 1) 
由 玻 色 算 符 的 基本 对 易 关 系 [a,a jj=1, 容 易 证 明 归 一 化 的 相干 
AS TE 
D= exp(—LEE ena). (3. 2) 


式 中 |0> 是 基态 ,满足 a@|02=0,<z|2>=1, Hi Baker-Hausdorff 公 
X: 

ghe) = ee ^E, [A,B] = C 
AF OC 是 普通 数 , 可 知 相干 态 之 间 互 相 不 正 交 : 
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2 / (2 
《z | z) = exp(— E — HL ess), (3. 3) 
这 个 性 质 又 导致 相干 态 是 过 完备 的 (over complete): 
2 
EPIS z = r-Jd-iy, (3. 4) 


AP dz 三 drdy。 以 下 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 证 明之 。 用 
(1. 15) 式 得 


d^z 2 t : 
| Szexp(—| z | 十 za )|O0»40| exp(z'a) 
-| dz. 2 t . E 
一 | 二: exp(—| z | 十 za --z'a—a' a): 
=: exp(a a—a'/a):— 1, (3. 5) 
或 可 把 (3. 4) 式 写 为 
2 2 
E | z2(z EID : exp — (z^—a )(z—a) ]: 
2 
-| 4 : exp( 一 | z—a |*)? 
2 
= | exp] zx | ) =1, (3. 6) 


由 于 相干 态 的 互 不 正 交 ,过 完备 性 表明 一 个 相干 态 可 以 用 其 他 相 
FASE 


| = 一 | 5 | 2(z|z» 
= | epf- 4c z z Dez | Z» (3. 7) 
把 TWOP 技术 和 以 下 的 数学 公式 相 结合 ,可 以 得 到 用 其 他 方法 难 
以 得 到 的 不 少 算 符 恒等式 。 一 个 典型 的 积分 公式 是 
| £Sexpct |z| Hz -F-gz"4 fe? + ge”) 


Sl /été gu f 
| af ) (3. 8) 
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此 积分 的 收敛 条 件 是 
Re(f— f—g) «0, Re(P Ale) <0, (3. 9) 
或 者 是 


2 
Re(£4- f+g) <0, Re(g- 7E <0, (3. 10) 
特别 当 f= g=0,(3, 8) 式 简化 为 
| epg z| 十 6z 十 Te ") =— geo(-71). Reé «0, 


FS 
用 (3. 8) 式 可 以 计算 以 下 积分 而 得 到 expla’ )exp(ca 2:) 的 正规 乘 
WER: 

expla" )exp(oa '?) = | dz 
此 积分 留 给 有 兴趣 的 读者 作为 练习 。 用 IWO 技术 可 以 很 方便 
Ha SE HI 


exp(Az* J-oz'?^)| 2d<z |, 


exp(a; Q5a;) — : expla; (€? —1);a;]* (3. 11) 
式 中 1 为 nXn 单位 矩阵 。 这 里 的 重复 指标 代表 从 1->n 求 和 。 记 
DA n 模 相 干 态 ， 
n 2 
expla; Q;a;)= [II SZ expa; 054) DAI 
7" 2 
= | TI S expla! Q5; 


AX 


。 exp(ai z: — 221) 0><Z | 


no ql 
-一 | d ^ exp(a/ (25a ;) 


COR 
i 


. exp (a! Zi 一 Stix Jexp(— a; (ja) 
* expla; Q,a;) | O<Z |, 
注意 到 : 
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exp(a; Qya;)a/ expC— aj Qya;) = ai (8); 
" expla; Q5a;) | D =| 0, 
用 有 序 算 符 内 积分 技术 得 算 符 恒 等 式 . 
expla; Q5a;) — a (ts ): expla; (euz —zzi--a;zi—aja;]: 


= i expla; (e? — 125a; ] £, 


3.2 用 正规 乘积 内 积分 技术 导出 若干 算 符 恒 等 
AH] 


用 正规 乘积 内 积分 技术 可 方便 地 导出 算 符 恒等式 。 例 如 要 把 
反正 规 排 序 的 算 符 a^a ” 重 排 为 正规 乘积 ,以 求 得 其 相干 态 和 矩阵 
元 ,用 (3. DAK TWOP 技术 得 


arat” | Ee m | z^» | 
= | See mo» exp(—| y | za! + z*'a-—a!a) 
— “st . mim! a ign (3 12) 
= asl)! (m—DY^ : 
其 间 用 了 数学 公式 ， 
2 
| ere expt |z|? +Be+Ce") 
-ep(-BCY'SV BC 
° Al & Wa-—Dim—1)1(— A) 
ReA < 0. (3. 13) 
形式 上 记 
mun(m,n) 
nim! a” Bri 1)! EN Hnn (o. D, 


£1 Ma~ D!m— l)! 
(3. 14) 
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则 (3, 12) 式 可 简 记 为 
ara = (—)"":H,, (a ia) :。 (3. 15) 
于 是 可 把 恒等式 
a" lg" = a" la'a -- ma 71) (3. 16) 
转化 为 


: Hie? Ga’ sia): —: HGa sia) t iat+m: H(ia! ,ia): = 0, 
| (3, 17) 
两 边 取 相 于 态 《 一 ia | 8] — iO ORE AY Ra eo 18 

Hausa GS — BH, (2 B) + mH, a, (asf) ]C— ia* |— if = 0, 


(3. 18) 
亦 即 上 式 中 方 插 号 等 于 0。 男 一 方面 ,由 
aa"! — (a'q" --na^))a'", (3. 19) 
知 
(一 Do > Hoa, Cia’ sia)? —a’ (一 Dr :HGia ia) : 
—n(— D" Hilia ,ia) :一 0， (3. 20) 
这 说 明 


Homerin CU) — aH, C0, D 十 02H CaO) 一 0。 (3. 21) 
以 上 表明 由 正规 乘积 内 积分 技术 不 但 可 方便 快捷 地 导出 若干 算 符 
恒等式 ,也 可 导出 茶 些 特殊 函数 如 Hn Ca, P) AS PEEL 


3.3 JH IWOP 技术 求 热 库 中 一 个 中 心 振子 的 时 
间 演 化 


在 量子 光学 理论 中 经 常 讨论 浸 在 一 个 热 库 中 一 个 中 心 振 子 的 
动力 学 演化 。 设 中 心 振子 与 热 库 的 相互 作用 哈密 顿 量 是 
VOD 一 3 (wab; +wia' bj), (3,22) 
FETA EAA PAS A Be AE 
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iS gO SVD | Bp, (3, 23) 
为 了 求 exp(—iV 2) AYE FARR FFL. S S—IVU t, BY HEB 
IN 
ersaes = acos 1 +i —sinQ > gibi. (3. 24) 
i-i 
N 4 
A= dM iwl?) « g= tws (3. 25) 
i=] 


(3. 25) 却 的 证 明 如 下 :引入 一 个 连续 变数 o, 构 造 如 下 变换 ， 
alo) = ea (0), h(a) =e Mb, (O)e*™, (3.26) 
使 得 
a(0 =a, a(l) —e^?ae; bO) =b, bO) =e bes, 
由 (3. 22) 式 和 (3. 26) 式 ,得 到 


E (o)= |ala),S|=[e*ae”,S ] 
N N 
= je "s S gibe” 一 i >) gibi(o), (3.27) 
Ix] il 
类 似 地 ,可 以 导出 
S, Co) — [bite).S] = iatogi. 
更 进一步 ,有 
dé d I$ as 
gn Nh) = ag Le >b (0) e” S| 
= | 5, (oc) S ]S4- SÍ S, 5 (o) | 
一 ICCI) gS — 15a (0)g; 
N 
=- g]; 2, grbr (c) $ 
i’ =] 
以 及 
2 
S a- Afata), S] 


— la(o),S]S-- Sl S,alo) | 
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N 
= i». gi[5i(o), S] 
i=] 


N 
—— a(o) > Igi l^. 
i=] 


由 此 解 出 通 解 
alo) = CicosCQo) + C5sin(20), 
HPC, —aQ» |. =a, M Co 由 下 式 定 出 ， 
N 
daco) ls = LaQsin(Qe) + Cof)cos((20) ] | = i`` gibi, 
[=] 
即 


从 而 证 得 (3. 240 XX: 
alo = 1) — eVae = acos) + i Lon? gib. 
另 一 方面 ,由 (3. 24) 式 和 (3. 27) 式 得 
bilo) = L S.C) — ig; | doa (o) 


| 
— ig; | do| acos(o) Ti 0; » roy sin(Qe) |, 


= 1a ag isin(Qo) + £i > > gror cos({20) 4C; , 
i=] 
AP Cs 是 积分 常数 。 在 上 式 令 co 一 0, 得 
N 
C, = bi — Ar 2a gibr s 
P=] 
于 是 给 出 b FE e? PIPER 


b,C1) = e ^b, e? = b, + la l 


P (1. cosh) » gibr. 


(y f 
(3. 28) 
利用 未 归 一 化 的 中 心 振 子 和 热 库 的 相干 态 || zB enn By > UB 


sin ( — g; 
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完备 性 关系 : 
allies | zs tt BN GB at) | 


ex(-1zi- 3180) =1, (3. 29) 
及 (3. 24) 式 3. 28) 式 ,可 以 将 e“ 展 开 为 
of STP Bool PU a] 


N 
+ Sexp( xa? + D>) Bbi )&e | 0;0,.,0) Gs Bear B | 
i=] 
[diz(Tp dB. ` 
=| FK e|- 


N 
十 z(a' cos(2 — 1 g^ gib; | 


N x x N 
SO. —ia' Elsi E (1 — cosQ) P gb | 
[=] {2 Q Rand 


N N 
+2'a—a'at X Bibi— Dibibi) : 
=] 
N 
— 1 exp| a’ acos] — 1) 一 (Qi a sin(2 


* 


N o} 
—i», Kina’ sna S La — cos) Pai ] * o 
[=] i=} 


(3, 30) 
因此 当 系 统 的 初 态 为 相干 态 时 ,经 过 一 段 时 间 上 后 , 它 演化 为 


N 
eS || zB Byes B= exp| a’ z(cos(2— 1) —i amas gibi 
=] 


— ja Mat Et ing — DIIS 
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N 
e (1 — cos) 30774 | z398,,5 485. (3.31) 
特别 当 热 库 的 初 态 为 真空 : 态 时 ,上 式 变 为 
e? | z;0,0,…,0N)= exp( a' «os —i Y Eb! zsinQ) | 20,0, 082 
i—1 


= || zcosQ, — 1 zsinf, 一 1 zsinf, 
一 1 zsing)。 (3. 32) 


由 此 看 出 , 它 是 一 个 N 模 相 干 态 ,中 心 振 子 的 能 量 从 原来 的 
《za ailz> 耗 散 为 (zcosQla a|zcos 2 了 ,其 损失 的 能 量 被 热 库 
中 的 振子 吸收 。 


d 
以 下 用 IWOP 技术 计算 不 对 称 ket-bra 积分 型 算 符 : 
U(r,s) -4s| dz |sz—rz'»i, (3. 33) 


AP sor 是 复数 ,满足 性 质 ss*—rr*=1, 
| sz 一 rz n= | ( .] C. 


一 exp| — 5 | sz—re"|*+(s2—rz")a" | 0», 


(3. 34) 
积分 后 用 (3. 11) 式 ,得 到 


2 . 
Ur.) - 5| € exp| 一 | sP zp +e" 


+ 52? +(sz—rz*)a' teta—ala : 
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= exp(— zia"! Jexo| (a'a +5 )in + lexo( Z4), 
(3. 35) 

WA 

U'aU = sa —ra', 

a —U'a'U =—r'*asts'a', 
可 见 它 是 一 个 单 模压 缩 算 符 ( 试 与 (1. 29) 式 比较 之 ) (3. 33) 式 表 
Bj £z Hla Ce z^ )—F(sz—rz'",r'z--s'z' BRA T Fock 空间 的 
么 正 压 缩 变换 ,所 以 (3. 33) 式 称 为 三 参数 单 模压 缩 算 符 的 相干 态 
投影 算 符 表 示 。 

以 下 要 揭示 这 个 表示 的 一 个 重要 性 质 , 即 它 构成 了 一 个 辛 群 
(symplectic group) 的 一 个 投影 算 符 表示 。 对 于 没有 学 过 群 论 与 
群 表示 知识 的 读者 ,以 下 将 把 这 一 表述 改 为 证 明 

Ullr DUC ,s) = UG" ,s), (3. 37) 
BD-RE Dr,s) 具 有 以 下 的 乘法 规则 (注意 一 "一 一 1): 
人 Ce ve 


—r 5 之 r 


(3. 36) 


2 ” o Hg 
-/r| 2 I ( ES JC e , (3, 38) 
n $ z 


一 7 
要 紧 的 是 这 里 的 经 典 变换 矩阵 自动 满足 乘法 规则 
C 六 )= -r s” JL rs s” E (3. 397 
BN s=sstrr™ , 产 二 rs“* 十 rs ,因此 也 就 自动 保证 了 
ss *—rr =l, (3. 40) 
如 能 证 明 (3. 38) XR vr. MRR RB ERIRE G. 39) 式 能 映射 
为 以 相干 态 ket-bra 投影 算 符 (3. 38) 式 为 表示 的 压缩 算 符 的 乘法 
规则 (用 群 表 示 的 语言 来 说 ,就 是 这 一 相干 态 投影 算 符 表示 实现 了 
辛 群 的 乘法 )。 这 一 性 质 十 分 重要 ,因为 它 保证 可 连续 多 次 的 压缩 
变换 的 结果 仍 是 一 个 压缩 变换 , 其 最 终 的 压缩 变换 系数 是 把 多 个 
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连续 变换 的 变换 群 相 习 的 结果 。 
以 下 用 (3. 3) 式 及 IWOP 技术 计算 (3. 38) 式 的 左边 ,得 到 


242»! 
Ur, UG ys) = ss | d zd z | sz —re*>d<z | sz —=rz” x | 


元 
2 12 / 
= Vs | EE | sz re" XO | 
9 f 2 f P fy 2 
+ exp — 12 +z | LU rz" | 


^-z'(ósz —re*)+ ca 


[Tr x 2 
一 ve | oe | sz—rz*)><0 | exp( — LE 
Is |J m 2 
r* sa? + ets’ o zrs 
十 2 2 ) 
IE 


E rs ers — "| 
i Js*s*tr'r exp| Uss Fr rD 
. l u + oe 
exp| (7 1)a a |: 


r*(s*s* rir)+r* ， 
exp| 2s"(s"'s" +tr'r) a |. (3, 41) 


由 (3. 39) 式 可 见 
故 有 
Ur, UC’ ,s’ )= 


ei exp| (75 — lata}: exp( Zra ) = UCS), 
(3. 42) 
TERE MMSE. A TER GE GRPEÉRBHHTOSIES 
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符 表 示 是 个 么 正 表示 ,注意 到 


所 以 有 


2 
U^ G9 UG, = v5"| 2 zz 一 rz 


2 / 
— ss ox | ste Mrz» | 


= UC r,s"), (3. 43) 


Cel. VIG (3. 44) 
是 一 个 辛 变换 。 把 相干 态 写成 正则 形式 
| m CP =| q, p> = expli(pQ —gP)] | 0) 


可 以 进而 说 明 


一 exp| — 4 P +) + EP | 0», 
z= zi. (3. 45) 
相应 地 ,(3. 33) 式 纳入 以 下 形式 ; 
= fo (CC) 
UG.) = X5 | dado ^ p rJ Jes Gao 
f = FI MEME i(s—s'r—r') 
—ids—s'—r-cr") 5 十 5 十 7 十 六 


a 


C D/ 2 |-6. 


(3. 47) 


所 以 在 人 ，) 相 空间 中 的 变换 


Grrl ol (3.48) 
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是 一 个 辛 变 换 , 因 为 它 满足 
O0 1 -~ ~ QO I 0 l 
G( eae, 67 G4 5) (3. 49) 
压缩 算 符 的 相干 态 投 影 算 符 形式 不 但 可 以 利用 其 群 的 性 质 简 化 多 
个 压缩 过 程 为 一 个 单 压缩 行为 ,而 且 可 以 用 来 导出 粒子 态 j2> 被 压 
顷 后 的 压 顷 粒子 态 。 利 用 积分 公式 (3. 8) ,得 到 
dz 


dz Pe, 
«X 


A 


Ur,s) | m= v5) | sz —rz* <z | n) = | 
"i 


* ? a x? 
. exp ~i sz |’ LUGD E 十 sa xz 一 ra z" )| 0? 


F 
a 
| 
| 
[IND 
~ ^ 
te 
e 
一 
~ 
— h ~i 
| | 
| 
| 一 
MEM. 
Pe 
(D 
PS 
ge 
enm 
~ 
tary 
aoe ES 
neuer 
©) 
bd 


(3, 50) 


这 里 在 差 到 一 个 相 因子 的 程度 上 已 把 ;|s| 视 为 ;, 而 且 在 推导 
中 已 用 到 了 关于 厄 米 特 多 项 式 的 母 函数 公式 ， 


Cx 


») PG, = exp(2xt — t^), 
2-0 n! 


a ; ON C/— D^, 7; -T 
jp ExpC ft +2zxt) = ` (b n) - for (>), 


(3. 51) 


k=n 
以 及 
2 
| rerep z| &z + qgz'4 fe? + gz") 


r i — (E Eg e qhf 
an” | CA fp | 


VERAM uw ace 
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MED 
OH. 2(6 — 4Afg) 


Vzeti Win e) 


2 


. exp( gx). (3, 52) 


3.5 三 参数 双 模 压缩 算 符 一 一 相干 态 投影 算 符 
作为 辛 群 表示 
可 以 把 上 节 的 讨论 推广 到 双 模 相干 态 |zi ,> 表象 情况 。 建 
win FA ket-bra 积分 型 投影 算 符 . 
U, (r,s) = s| ddizs |szi-rebrzbbsso 0m | 
(3. 53) 
式 中 |s| 一 |r|*= 二 1。 用 IWOP 技术 积分 之 ,得 
Ur(rss) —s| 南下 ma 中 ma t expl] s C m |? +] 1 
—r'sziz — rs zizit (szi - rz ia^ 
十 《rzi 十 sz2)b 十 zia 十 xb 一 a a 一 b b]: 


=exp( Za’ b Jexp[ a’ a +8104 DING] 


. exp(— Cab). (3,54) 
可 见 它 是 一 个 三 参数 双 模 压缩 算 符 ,生成 么 正 变换 : 
UaU = s'a—rb',U;bU; —s*'b—ra', (3.55) 
(3, 5303.55 (3. 54) 式 表明 双 模 压缩 算 符 Us Gr JE SE IR Cm, 
zz ) 一 (5z1 十 rz3s7rzi 十 Sz2) 在 硕 尔 们 特 空间 中 的 映 得 。 为 了 进 一 
步 证 明 (3. 53) 式 代表 的 U; (r,s) 的 相干 态 投影 算 符 表示 是 成 群 
的 ,计算 来 积 
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Us(r, sU: r,s) 
— 6s ,[ end £2 | SZ, t+rzorez 1 十 S252 x4, £o | 


Por, / / 
rj oF Z] 十 SS ZC yz2 | 


| Cade tt 


2 / 
/ dz dz dz dz x M / / 
= S$ E d f | SZ, -rz».rz It SZQ26 N19 Z| 


" f ff f fy Ff fy fo o», 
. exp ziGs ziHrz: +z rzi +szo) 


Pty 


-is 十 | zz |? +] sei trey 


十 | rs 


2 42 of 42 / 
L d zid zx d zid zs. 2 2 2 
=ss'| Ep EL E E17 21 t exp[—] s PO z |? +] z |?) 
x « 
—r'sz,z; —rs “ziz? + (szi treda --(rzid-sz;b 
"m / / / x 
+zia + zz bt zilszitr z: ) +z zit szo) 


-3il 十 | z2| 十 | s zitr z 十 | reits z]? 


Cu : 
rs* Trs yt,+). | d 
X ep (Tb a! ): exp (emt 1) 
` + t e rs * +r's 
Ca a 4-6 b) | " exp( rba ) (3. 56) 
Ay 
s 一 rr”, =r” rs, (3. 57) 


Ay 5. | s |? — [7 |* «1, 于 是 
U; (rys)U2 (r,s) =exp( bra’ ): expl (a'a --b' b+ Dln a: |: 
5 $ 


Ms 


. exp(— yrba ) = U,(r 5, (3. 58) 
由 此 得 出 结论 :(3. 53) 式 代表 的 双 模 压缩 算 符 是 辛 群 的 一 个 严格 
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可 靠 表 示 。 或 可 把 (3. 58) 式 写成 
d’ P4 上 dz A | sz" 十 JR re 十 sz y Gl ,| 
=ss'| dada | szi HrzłžsrziŤ sz) zsz | 
[dada |szibrzr.rmid sri Oz. 
(3, 59) 
它 是 (3.39) 式 中 反映 的 矩阵 乘法 的 一 个 映射 。 
作为 (3.53) 式 的 一 个 应 用 ,读者 可 以 较 方便 地 计算 出 双 模 压 
缩 粒 子 态 的 显示 形式 U; (r,s) |m,n) ,并 研究 其 性 质 。 有 兴趣 的 读 
者 还 可 以 思考 如 何 将 以 上 讨论 推广 到 求 Zn 模压 缩 算 符 的 相干 态 
投影 算 符 表示 。 以 上 两 节 的 讨论 ,说 明 尽 管 相干 态 是 不 正 交 的 ,但 
由 于 (3. 38) 式 和 (3. 59) 式 中 的 变换 是 蔷 变 换 ,乘法 规则 仍然 成 立 。 


3.6 F SCE Ae mS) NIE A 
模 情 形 


在 3. 4 节 中 已 看 到 三 参数 压缩 算 符 的 乘法 规则 是 六 群 乘法 规 

则 的 量子 对 应 ,本 节 中 要 指出 (3. 35) 式 中 的 三 参数 压缩 算 符 

UCr,s) 与 波 像 光 学 的 菲 湿 耳 变换 密切 相关 ,LU(Gr,s) 实 际 上 可 以 称 

为 是 广义 菲 涅 耳 算 人 符 , 它 是 前 者 的 量子 力学 对 应 。 为 了 说 明 这 一 

点 ,回忆 波 像 光学 (或 称 为 傅 里 叶 光 学 ?中 菲 涅 耳 变 换 的 定义 , 它 把 
f Ga RES glr): 

ga) = | C B.C. Dias 21) fG)dn. (3.60) 


式 中 


M 
—— 


x 


l wl CAR z 
agar 2X5 X | + De?) | (3. 61) 
是 变换 核 , 实 参 数 A,B,C MD 满足 关系 AD 一 BC 二 1。 以 下 要 证 
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明 此 变换 核 恰巧 是 U(r,s) 在 坐标 表象 中 的 矩阵 元 : 


X= G UG, La), (3. 62) 
式 中 
y =— [A —-D+iB+0)], 
s= 3[A +D—~i(B—O), (3. 63) 
spr? = 


(3. 62) 式 与 (3.47) 式 自治 。 其 证 明 如 下 :由 U(r,s) 的 正规 乘积 式 
可 知 , 在 相干 态 表 象 中 ， 


x | U(r,s) | z > 一 


ee 
+ exp( Z2") | ^ (3. 64) 
用 坐标 本 征 态 与 相干 态 的 内 积 : 
(x | 2) = x exp(— 5 + /2xz £121), (3. 65) 
以 及 相干 态 的 完备 性 ,可 计算 
a» |Ulrys) | n= | Sex | ore |UGrs)| dz ao | n> 


Js] | Fool TE tne 


Haiz” —| z |? —] 2’ |? -zaz 


+ Foe? Lau 一 52- lg) 


= [w 
s 一 十” 一 7 *P s*—s+r'—r 


[2n 6-334 - E orbs), 


s'—r 2 


(3. 66) 
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BLA 
A= lG-rbs—r. 
B= Sstr—s'=r'), 
| (3. 67) 
C=—FG—r—s"+r"), 


D = G+r+s'+r’), 


BEE AD 一 BC 二 1, 于 是 (3. 66) 式 正好 变 为 广义 菲 涅 耳 变 换 的 


核 ， 
CT? | U(r,s) | X42 一 一 ACA, B,C, D; X ,1 ) 。 (3. 68) 


MARUT. SAT X3ERHAAAE. B OG. 68) 式 又 可 知 , 只 要 当 
和 人 = 人 
C DC DU AC" pr 
成 立时 ， 
ACA”, B,C, D 322 521) = | dris | Er | xx» UG s) | a? 


一 一 | dz XCAÀ,B,C. D; x X3) 


e XGA ,B',C ,D' 3273521). (3. 69) 
(3. 69034 2€ BH IX] X. SEE A PR FER ET) X SEY HE 
换 , 这 是 广义 菲 涅 耳 算 符 的 成 群 性 决定 的 。 


3.7 “广义 非 涅 耳 算 符 的 坐标 -动量 算 符 表示 4 
Ay LAUER) SERRA AUC ARMA 
Utr,s)2 UCA,B,C) = exp(34X* Jexp[ — 7 (XP + PX)InA | 


exp(— AAP!), (3. 70) 
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AC — BD= 1, 
AP XP 分 别 是 坐标 动量 算 符 。 由 于 


exp(— P XP + PX))| x)= exp( 5 expC— icPXO | x) 


= exp( 5 )exp(az Zy r? 
— VA | Ar), (3, 71) 
式 中 A=e’, 。 所 以 


<x [UG | p> =n ( 747 ake: | exp| — 5 (XP + PX)InA | p> 


aam (AP Jew (4). (3.72) 


由 此 导出 
G | Urs) | c= | dp <x (UG. s) | pop | x? 


_ — exp| 5j Az" — 2x + Dr*) |. 


(3. 73) 


这 正好 是 广义 菲 涅 耳 变 换 的 核 。 进 一 步 , 从 (3. 70) 式 又 得 
Utrss) = ep (SX )| dr |r| | EEDD | ex0(— By) 


“al JR Xp | exp( gar? —5 4p rie). 
(3,74) 
TR 


UCA',B',COU(C(A, B,C) = 


l | i / / / 
dr d x X 
JaA e tP EO 
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| i ‘2 / #9 2 / F 
* exp aA’ (C Bp + 2p'2") | 
1 Cx CX 
。 一 一 一 | dr] d >< 
AA. B "MEAS 
+ exp| zi (Cx? — Bp? + 2a) | 
= U(A’,B",C’). (3. 75) 
则 有 
(X3 | UCA",B',C^) | Ii? = (x3 | UA',B',C))| dz; 
«| X22 CX? | UCA,B,C) | X12» 


(3. 76) 
这 正好 体现 了 广义 菲 涅 耳 变换 的 选 次 变换 之 积 。 


3.8 用 广义 菲 涅 耳 变 换 讨论 标 度 定律 


菲 鹰 耳 变 换 ( 最 早 称 为 菲 涅 耳 积 分 2 可 以 用 来 描述 波 矢 为 & 的 
光束 在 傍 轴 近似 下 滑 z 轴 的 传播 , 设 f(x;,z) 为 光 场 在 z 处 的 成 
T EVE 


f Cx» ,之 ) = [Fat |" defo (rexp| EG) T. 
(3. 77) 
它 是 惠 更 斯 原理 的 数学 表达 式 。 邻 (3. 61) 式 中 的 A,B,C A 
是 光 轴 坐标 点 z 的 函数 , 则 由 (3. 60) 式 可 知 , 对 物 FC ) 的 标 度 进 
行 变 换 ,使 广义 菲 涅 耳 公 式 变 为 
[RO fOr) Js) = Bol. dr, f(z1) 


iLACz ) ri — 223294 + D(x) x3" ] 
2BCz,)A* 


* exp 


(3. 78) 
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式 中 RS? 的 意思 是 与 在 坐标 点 zi 的 G 和 矩阵 对 应 的 广义 菲 涅 耳 变 
换 。 当 条 件 


ACz) Blz) _ 372 


成 立时 ,有 
[R f(Ar1) Gs) = 


Be [R fan J Beta 1 


FER-A] 


(3. 80) 
(是 T? 的 函数 ) 与 先前 在 之 一 £9 Ah E] EE BR AAC CA X2 HE LJ — ^ bj 


度 因子 地 二 后 的 函数 ) 相 似 ,其 条 件 就 是 (3.79) 式 。 


证 明 : 首 先 取 f(z) 的 标 度 变换 是 C) Sf Ax), BIR 


l 
A B — 0 
G= 人 n> i “les, (3. 81) 
0 A 
WU SE Te Be $3 Re 
5 — |, - d 入 
LRCzD]Gzo)= lim| dz E 
-exp[ 55 (421 — 2xax1 + x$À ) |f) 
=|" du ( 5 7s) fC) = JAf (22a), 
(3. 82) 
式 中 用 了 
1 1 ox 
O(x) = lim —exp( - E (3. 83) 


现在 设想 把 标 度 变 换 (3. 81) 式 本 身 看 作 是 第 一 次 广义 非 涅 耳 变 
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换 ,再 把 光波 在 以 CABCD) 表 征 的 介质 中 传播 的 菲 涅 耳 变 换 看 作 


是 第 二 次 变换 ,就 可 以 利用 非 涅 耳 变 换 群 来 法 性 质 来 妍 究 输 出 场 ， 
即 可 把 


A 
A B |4 J a Bo 
| " A “|= =G (3. 84) 
C 0 al n AD 


看 作 是 新 的 广 闵 菲 涅 耳 变 换 参 数 和 矩阵 。 当 在 
RO f (Ar,) J (ra) = y RIRS Cn 0] (xs) 
=|" dr ——exp zi (Ar! 
TB LAB 
— Ax, XÀ EX Dr?) | f(xy) (3, 85) 


ZPE E pleo peo XT s 有关 的 参数 群 , 则 由 群 


性 质 可 知 ,和 右 想 把 上 述 菲 涅 耳 变 换 去 等 价 于 另外 一 个 菲 湿 耳 变 换 


. = Azz) BCz;) 
GO) = eco Die.) | 
作用 于 原始 的 (未 受 标 度 变换 过 的 ) 客 体 ,而 其 输出 场 成 像 在 z 
1 
— Q 
处 , 且 像 要 乘 一 个 标 度 因子 | V 
OQ v 
A(z) 
Gln) À ABOn) ， 0 "n D 
ZIS | A 一 、 
cn) AD (21), EP C(z;) D(z,) 


V v 


————— 


ACz) B(z;) 
(3. 86) 


vC (z) VD (zo ) 


ERE Eva 


第 二 章 ”相干 态 和 TWCOP RA TAS AEE HA 3] 


mo. BEE 
Cz) B) | AG) DG). 


DOR) (3,87) 
Cz) Ban) T RAGO EDO? 077 


v5 — 


[JEU 
B B(z ) 
i Bz, JÀ" 
(3. 87) 式 即 前 已 给 出 的 (3. 79) 式 ,而 整个 等 价 过 程 可 以 写 为 


LR f (Ary) (r) = 43 [RE f Gri) (Qr) 


Bo) 
A BG) 


这 称 为 标 度 定律 。 注 意 . 当 把 上 例 推广 到 一 维 成 像 情况 , 则 (3. 88) 
A 


LEHRER TOLEDO PE È 
AHORRO TER E eR Rr 
Fah T. ATR ENK: HAAF SWE 8] ASPIB SS 
米 压 缩 算 符 的 成 群 性 质 , 请 参见 文献 L152 1. 


3.9 J) SCAB HEBR 55) CAE VE HE SEHE 24 


在 3.4 节 中 对 (3.54) 式 取 Us(r,s) 的 相干 态 和 矩阵 元 ,得 到 


-[RE f(r) ivrs)。(3.88) 


1 | Y of. fx Y 
Czyz] Uess) | rem = -exp| 2i Z2 — 一 一 之 | 之 2 
5 S 


l f y /oy 2 
T1 之 ] + 2» z) 一 (| 之 1 |^ 


Ez; | 十 | z] zn 
(3. 89) 
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继续 求 U: (r,s) FE ZY BAS | > FER PF AFB ETE 

vi = ø | U (r,s) | 7) 

2, J. qa. 
=| d'z d zd zid 2A PEL 
K 

e (zizal Uz Crs) | zio zm z EL 
u L f dd ud ides 
ee 0M ^e 


X 


xp| 一 ( zi; | 十 | z2 | 


EA 


. 
r l / l / 
. exp| “are: + ziz;gmid ec m Tom 


F fx. fy fof / / 
o. Z9 xix o'zi g'z aes | 


u 1 exp E= o | —(r*+s) ‘+no*+n*o 


r—s—r'4s yr—s—r-rs' 
d 2 2 | 
AIKA Hah (3. 90) 
BS 
s= 3LA--D—i(B— O)], 
(3. 91) 
r= 31A — Dc i(B-F O)J. 
注意 (3. 91) 式 与 (3. 63) 式 中 的 > 取 法 不 同 . 则 (3. 90) 式 简化 为 


(6 | UG) | p= SBOP | op 7 |?+D|o|?—(a'+7*0)]). 
c(t 
i= (Qo). (3. 92) 
这 是 一 种 广义 的 二 维 菲 涅 耳 变 换 核 。 由 于 U(r,s) 已 被 证 明 具 有 
群 乘法 的 性 质 ,因此 此 新 变换 也 具有 累 次 连续 可 变换 的 性 质 , 即 由 


连续 两 次 变换 (3.92) 式 所 造成 的 结果 与 一 次 变换 { …， ^, oie 
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同 , 式 中 (“= (< DE ph J Tab em 
(3.92) 式 与 两 个 单 模 的 广义 菲 涅 耳 变 换 的 区 别 , 以 下 要 计算 
Us rs) 在 双 模 坐标 表象 的 矩阵 元 。 为 此 ,用 第 二 章 中 | BS 
Schmidt 分 解 式 (2. 11018 

(n= 914-125 | mi x2? — expCi15:20(/2 9; 4- x; — 41) 


: exp(— iV2n2x1), (3, 93) 
Gr, »r2| 0? —exp(— iano, 00/20, + 5— x) 
e exp(i/2o; x). (3. 94) 


式 中 0 一 0 +102, FRCS. 90) 式 得 
2 eJ? 
y =| SAEs! at o 


Gi sxa | U: Crs) | 
e <0 | Uz Cras) | m<n | xix? 


] | 201 exp) io, (2t X? | 


4iBvC d /2 


—in (e zn 上 + RAT ;十 Dos 


— 27202) |exp| Js n — x3)* 
D 


+= (4rj— ri) — (ri — ar) 


2 
(x24) |}, (3. 95) 
经 过 积分 整理 后 化 为 


/ / 
in x| UsCr, | nm» = 


l 
27 / BC 


+Dlri— r) —2G — r)i r) | 


exp] ig AG — Xo y 


. exp| — LAG i-a Y + DG +2) 
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— 2(ri4- r5) ri n) (3, 96) 


这 就 是 纠缠 形式 的 广义 菲 涅 耳 变 换 的 核 。 这 个 形式 在 以 往 有 关 光 
学 非 涅 耳 变 换 的 文献 中 尚未 见报 道 。 可 见 用 双 模 广义 菲 涅 耳 算 符 
的 坐标 表象 矩阵 元 可 以 导出 新 的 非 涅 耳 变 换 的 形式 。 以 上 的 讨论 
表明 用 量子 光学 的 理论 可 以 研究 并 发 展 经 典 光 学 的 各 种 变换 , 话 
见 笔者 最 近 的 一 篇 评论 性 文章 
3. 10 ”压缩 参数 空间 中 压缩 态 完备 性 的 讨论 
用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 和 (1, 34) 式 ,可 以 证 明 单 模 平移 压 
D(a)S, (A) | 0> = DG) exp(— 55-tanhà | O>sech? A (3. 97) 
在 平移 参数 空间 e 中 是 完备 的 , 即 
| EDSA | 00 | SE AD" (a) = 1, (3.98) 
ABZ Fs 48 SE HRS A 的 空间 中 是 否 是 完备 的 呢 ? 为 了 探讨 这 
一 问题 ,引入 复 压 缩 参 数 E= | Ele’, FARR SAR APE 
s(&) = exp| 5 (Ea re Ea, (3. 99) 
用 (6 作用 于 真空 态 107 与 单 粒子 态 |1》, 可 得 
s 10» = KI -pi exp( /fe*)| 0» =| f.q». 
(3. 100) 
(3, 101) 
Anm 
Jf = tanh | £], sech | £j— /1— f, 0s f <1, (3.102) 
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用 有 序 算 和 从 内 积分 技术 ,可 证 
d Ce; 
à: ats], MEME. | 2n —- (2n 十 |， 
mil 
| n+ D = -一 | 0; (3. 103) 
TEM = ST | 


BI FEAR ROC TAS EUER EIE H8 BUS H HHF Fock 空间 中 的 
奇 子 空 间 。(3. 103) 式 的 证 明 可 分 两 步 进行 ,第 一 步 是 


(£) ta a)? 


i. A 4 
| dp | fp fp (= 2r(1— f) > uar 


ca ag F 


€ Ji 


(3, 104) 
然后 再 用 贝塔 函数 的 积分 公式 


BO». = | ma — peta (3. 105) 


实现 (3. LOD PHA PAAR. ze IA So 实现 相似 的 
Fi^r.WPÉ OC AKL 38 ]. 


3.11. 相干 态 写 Bargmann 空间 


Bargmann 在 20 世纪 60 年 代 初 建立 了 一 个 函数 空间 .后 被 称 
为 Bargmann 空间 。 设 Cz'|= 二 《01e* 是 一 个 未 归 一 化 的 相干 态 , 则 
有 


人 la = zle], <et la = Eel, (3.106) 
Md 表示 下 ,a 的 作用 相当 于 乘 zsa EES ST 
运算 过 MATARI N—a'a 的 作用 相当 于 x 二 MET NE 
cE yz) = nz) (3. 107) 
BUB RE OO =2" , 它 对 应 于 粒子 态 , 即 


86 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


wt 


Aa 


Vn! 


NEA Bargmann 空间 的 基 函 数 [21 , 它 满足 正 交 性 条 件 


= (z* |n) —> |n). (3. 108) 


| tvmexp(—| z |?) = nl, (3. 109) 
由 此 可 以 引入 Bargmann 变换 , 令 其 相应 HERRE 
(x | z> = x exp(— = + Pex — ze A(z, z), (3, 110) 
XP OG | EAB RATERS MO. 16x, Bargmann 变换 式 是 
FG) 一 | dzA Gs nx), (3.11) 
例如 ,粒子 态 波 函数 
d Gr) = (L'n yny? exp(— 5 )H. Go. (3. 112) 
AP H, CO ERIE SIA Bargmann 变换 是 


1 [^ dr 2 | l 
F, (z) = SXexp| — (7 H, (x) = ——z. 
= TED AP Ug) JO = T 


(3. 113) 
它 与 对 应 式 (3. 108) 一 致 。 由 于 
| € * A(z,3)A* (zr )exp(— | 之 i» 
d^z 2 
=| $ (x | 2€ | x >exp(—] z |?) 
—ó(x— x). (3. 114) 


可 知 逆 Bargmann 变换 是 

War) = | A GDEp] 2|. — (3,115) 
从 (3.111) 式 到 (3. 115) 式 可 以 看 出 
i 2B (2)F/(z)exp(—| z |?) iu dap CTY Go, 


(3. 116) 
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一 个 明显 的 推广 到 双 模 情形 是 
d'z x , d? 2” "A, / 
Way) = “A (z,X)F(z) A (z ,y)F(x) 
。exp( 一 | z |? —| z |:), (3. 117) 
以 及 
"mp tn z"z'" 
n> = = 0,0» — =, (3. 118) 
man vnin! | Vm n! 


3.12 J' X Bargmann 23 [B] ^ 


[B Xe TE BAO PR RI WARIS. 100 2r SR EANN 
米 特 多 项 式 作 为 双 模 Fock i im.n»fI Y. Bargmann 表示 , 它 与 
(3. 118) 式 是 不 同 的 。 为 此 , 先 考 察 函 数 : 

B(z,z ;D- exp(— zz H -+z E") 


= exp(- SSF at + ipto), (3. 119) 
AF z,z 与 5 都 是 复数 
a — z--z =at+ia, 
B= zz =À + ib, (3. 120) 
dedz = 1d'ad'f, 
于 是 有 
[Pzdr BG, OB Gas sO exp(—| z |? —| 2” |) 
=} Pad? Bexp( — 555 FFs at part’ 
+ip¢,—ip¢s—Lel ELBT) 


2 
=r 6 (5 一 8 exp! £155, (3.121) 
比较 (3. 121) 式 与 (3. 114) 式 ,可 见 Bizs; Do ME FR 53 (3. 114) 
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Cr 


式 中 A(z,x) 的 作用 类 似 , 所 以 有 理由 认定 KK(z,z ;作为 归 一 化 的 
| X. Bargmann 变换 核 ， 


K(z.z 0 = BCz,z 5Dexp(— M. (3. 122) 
WORI X Bargmann 变换 是 


F(z.z') = | Kee OGD. (3. 123) 
由 核 的 正 交 性 : 
B E ed t expC-| z? z IDKG OK Gig it^) 
and (0-0). (3. 124) 


HAJ X Bargmann 变换 的 逆 变 换 是 
2 g2 
dC) = | E: z exp( 一 | z2 | 一 | z OK (zz iD F(x.z ), 


(3. 125) 
AG. 123) 3& 53 €3. 125) 式 ,可 以 导出 类 似 于 傅 里 叶 变 换 中 的 
Parseval SE xk. 


| E309 pius F, (zz expl] z 5| z 12) 


= =| £ T (Do OD, (3. 126) 
它 是 (3. 116) 式 的 推广 。 如 文献 [17] 那 样 引入 双 变 数 厄 米 特 多 项 


X : 
mint.) 


* a min! m~i uns 
Has GE ) = 2, im — DITin— D! ~ bigs 


(3. 127) 
EARBUT BP EREK RETRETE.) 及 其 母 函数 : 


IH, QE = expC zz ete. (3. 128) 


„mi!a! 


Pi H-U 


与 (3. 119) 式 比较 ,可 见 广义 Bargmann 变换 的 核 可 以 展开 为 
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K(z.z;t)— exp(— 5 ] 2, LnBeGU. 


(3,129) 
把 它 代 入 (3. 124) 式 ,导出 


2 ui Has bE LH (6/06) exp(—| EDO 


m'n 
=r (E — f°), (3. 130) 
如 果 引 入 双 变 数 厄 米 特 多 项 式 的 积分 表示 : 
(— pyre] Serexp( z l? + bz ~ qe = Hus (Es 


K 
(3. 131) 
就 可 以 证 明 
| SHAE OD Hae GE Tex} EL 
mYnVm In On On’ ono (3, 132) 
LAF n Fock A | m, n» Pr Ot hi WX Bargmann 表示 。 
ET om. A SiH Bargmann 表示 是 AL EH C3. 125) 式 得 
| 2 212 | Po». 
OD =exp(— Lory dedz E Z exp(C—| z |! —! zx |?) 
M Hh. CU 
， m In! 
m nd v Hi tn! 
2 
exp(— E Hz. tto 
二 (3. 133) 
V mi! 
这 表明 
m. "n exp(— E )Hz e» 
| men) > ——À a ———À E. (83.134) 
Vm Yn! J/mint 


(3. 133) 3X B] ap B nf A O3. 123) 式 及 (3. 122) 式 进行 检验 ; 
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HnIODCO) 
ymin! 


Hw (Ls 08) Hoan EE) 
r m In! 
= | Ée go D std 


mn =0 min! 


Fezz) | oS d boxp(— zz’ +2€+2'€*—| ¢ 1?) 


NEC — (3. 135) 
v TH iN. 


WA LGB SEA TER 
«£|— €50 | exp(— ab --at4- bt — HEE) (3.138) 
来 检验 (3. 133) 式 。 由 双 模 相干 态 的 完备 性 : 
ETE ! ? 2 
5 expCcimni-—imiDizzGoeni-i 
(3. 137) 
TUB | x, 2.1L VAR 


2 
CCl ziz? = exp(— zı zz taf tzt HL), 


(3. 138) 
得 到 
(| moo «| [SE epo] z 1? ze |) 

e| en | Ms, n> 
= exp(— LL) Suis ag exp(—| zı |*—| zz |? 

) XL 22 "EP 

ziz: 十 ZI15 十 z26 /mint 

— oxp{— EL Hina CE E") 
= exp( ; e (3. 139) 


Ei EE HB CE Em > 包括 通常 的 Bargmann 变换 《zj ,zz | mr A 
X. Bargmann 变换 (上 式 第 二 行 ) ;或 者 说 |m,n) 的 广义 Bargmann 
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KIDE Hmn (EEO, n, 
xf AY LAMM AR — 4 AL EN 
€ || = <0,0 | expC— ab + af*+ 56) (3. 140) 
验证 这 一 结果 。 由 于 


3 la. 2 
sp Gl = Elias RI = (Io 


3 (3.141) 


b. bt >t 


at" 


. 0 
ü — roy a’ 一 > 一死， 


Eo b| m,n = EC —a)b | mynd 


g 
-人 (有 
= 7144 Mn? , (3. 142) 
Cla a|m.m-«tl ee | m,n) 


. d 
H (£ a£" -pr KI mn) 
— mE || m,n}. (3. 143) 


由 双 模 厄 米 特 多 项 式 的 定义 式 (3. 127) 可知 


9 ，， , 
RT ) = mH iing), 


元 H 4C, C ) = nH sace. C' ) 。 


HCE | m.m —Hz,CCG £0/ m! n RAG. 142) 式 ,并 用 (3. 140 
式 , 可 导出 

nH, a 十 有 一) (3. 145) 

mH, 4.0560 + Hint 6507) = E Hin O55"). 
这 说 明 (3. 139) 式 是 正确 的 。 

用 广义 Bargmann 表示 可 以 简化 若干 较 繁 复 的 计算 ,例如 在 
量子 光学 中 求 正 交 分 量 算 符 (X, 十 X: ) 的 & 阶 矩 , 就 会 遇 到 
(mn | (X, + X,)* | m, 


(3. 144) 
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=| SEE qua L5 «t LOG XO! LOG Em a 


= | SI. 


J/mintm In! 
Ha EEO Hy EE exp LEID 
: wen a | Egg 
— minimi Pu ' | dz" Qe’? ERE "ge * (V281) 


expC— zz 十 下 十 z8 一 zz 十 zz 

Hz” E=] E19) harap aoo (3. 146) 
以 上 分 析 表 明 ， 正如 相干 态 与 Bargmann 4 xz 间 相 协调 那样 ,纠缠 态 
也 与 广义 Bargmann 空间 相 融 洽 , 与 纠缠 态 对 应 的 函数 空间 是 以 
双 模 厄 米 特 多 项 式 为 基 的 ， 


3. 13 二 维 复 小 波 变 换 与 纠缠 态 表 象 …“ 


第 一 章 已 讨论 了 如 何 从 量子 力学 表象 变换 的 角度 来 处 理 一 维 
小 让 变换 。 在 有 了 纠缠 态 表象 后 ,可 以 进一步 用 量子 论 的 观点 来 
讨论 二 维 复 小 波 变换 。 由 于 小 波 变换 涉及 到 被 变换 函数 的 标 度 变 
换 , 所 以 用 量子 力学 处 理 复 小 波 变 换 时 肯定 要 用 到 双 模 压缩 算 符 。 
第 二 章 已 指出 它 在 纠缠 态 表 象 有 自然 .简洁 的 表示 ,这 就 是 纠缠 态 
表象 的 又 一 重要 用 途 。 对 照 一 维 情况 下 的 局 域 波 条 件 (1. 43) 式 ， 
以 下 提出 复 小 波 变换 的 情况 , 波 函 数 OD DEOR A s 

| Cly = 0. yD = «11 v». (3. 147) 
由 于 
| | m» = exp(—ai a; ) | 0,00 =] €=0>, (3. 148) 


故 (3. 147) 式 等 价 于 
4 一 0| 几 一 0， (3. 149) 


这 征 一 个 很 有 用 的 表达 式 。 不 失 一 般 , 当 取 
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| q»? — 2 kadl 27 | 0,0», (3, 150) 


则 用 双 模 相干 态 的 完备 性 ,得 
(—0]-— (C= o | || S58 TERET | 


° `>, kamai’ 'qz ” | 0.0» 


nim =i) 
一 > k, .[ 5 zdz =o" x3 "exp(— zı | 
nemz i ve 
一 | T9 |l^— ziz) 
— Vb 1)* — 0. (3.151) 
n= 


这 就 是 | 分 为 局 域 时 已 ,应 该 满足 的 条 件 。 例 如 取 koo =F k= 
] , 则 双 模 母 小 波 为 

Du = 5 (1 +a ai) | 0,0). (3. 152) 
AT OE BR ROW BZ) oe FA JELOK Bg de TT SC] EF wR BU X 
(2. 43) ,得 

li 《— D" 

| > exp(— 5 1") OB, Gao E 到 mm, 
(3. 153) 

所 以 


ai bo—ex(— 5 E20 )Bia Greg? 


-—exp(— 5 2l )05!—D. (3.154) 

它 也 属于 “墨西哥 帼 "小波, 满足 局 域 性 条 件 (3. 147) 式 。 而 前 面 定 
义 的 复 小 波 变换 是 

«d .(2—9 Vd c 

W, F(p.0) = ry ( zo ) 55 
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用 《xy| 表 象 ,上 式 可 在 量子 力学 框架 中 与 为 
2 
W, Flo) = | Ekg I= | Fy = P| Uzo) | F>, 
u) n 7 
| (3. 156) 
式 中 ue. 
了 工 | d712 一 5 
Uo (u0) = A m | n <7 | 


= sechA: exp| (a à» — aiaz )tanhA 
十 - (sechA — D Ca; cl] 十 cy A>) 


一 seal sech À + zo'aj sech À 


I+ lt 


(3.157) 式 是 复 小 波 变 换 的 量子 力学 表述 ,有 了 它 ,对 于 不 同 的 
> ,就 可 以 计算 其 相对 于 <y| 的 小 波 变 换 了 。 


3.14 ”纠缠 态 表 和 办 的 微分 型 完备 关系 及 应 用 


作为 广义 Bargmann 空间 的 一 个 应 用 ,纠缠 态 存在 着 一 种 微 
PERRERA: 


2| 2 =z; 


(a*a 一 Gay ) 一 >, (3. 157) 


十 


9 x x 
pe -2 37= 5, 六 一 5 |. =1, (3.158) 
PRERA TIOTI NO ARMERO. 139) 式 ), 但 让 其 宗 
BPR IEF Bp 2. ap ,一 一 2 元 AERAN =," | 2B 


型 的 态 , 其 宁 量 7— IPC 24 (3. 138) 式 中 的 微 商 完成 后 ,使 
5 一 0 。 
(3. 158) 式 的 证 明 如 下 ;用 双 变 数 厄 米 特 多 项 式 的 性 质 及 其 母 
RAARO. 128) 0) ,可 将 纠缠 态 | 四 与 《5 分 别 展开 为 
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¥ 


_ og s. NO Haa Var WV 2a2 2| V (Y 
mp = expC— aj a; p3 M 93 9 | 0,0», 
(3. 159) 
— A Ha4V2ai.i/2a2:) | —i& V" ([ i \" 
po 40,0 | exp(aray) X) Hess ao (LR) (16) 
(3. 160) 
代入 (3. 技术 
à 
aec DE 7= 81 
Hmn (V2ai ,V2a2 ) z 
py m!n! (8 xn) (~ /2 31 x) 
Ha. Ga si V2a9) (RE y" (EE) " | 
m .n =0 n E | V2 V2 $—0 
一 e" 5 H H,,, (V2ai ,V2as UR aC 2a; i V2ae) Lem : ， 
ji 二 min 
(3. 161) 


式 中 W--aia; 一 CT az —ai a} 一 Qz a? o 再 用 两 个 双 变 数 厄 米 特 多 
MAPEK RRAN: 


> Hm. GE iM Hm, Cip ie) — 


=exp(— £7)(1— ts)^ n 一 so (£9 —tken—sEo+tsxp) |, 

(3. 162) 
在 (3. 162) 式 中 进行 以 下 替换 iai ,n> 一 1V2ai ,o>V2a， 
&—/2a; ,就 可 以 看 出 (3. 161) 式 能 化 为 


i . e" expl 2a) d; )exp| 5 (— Zaj d; 十 2a» ay 十 2ai aj — 2d1Q» ) |: 
1 


(3. 163) 


2 * 
于 是 (3. 158) 式 得 证 。 
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er er aae 


作为 (3. DOR, TESI 


(| 7 = 5 in| (a; — ae E 50 |= <n | 一 | +a), 


+o 
2 

(3. 164) 
从 恒等式 


exp (29° OP = exp(A x) i= J 


Ap LP 


exp(A* 5, AS) foe = fi) 


(3. 166) 
n[ hi, | 
(7 | expQA? B —A'A'! B )= exp(Ar aie 3r | 
7 | exp 2n y 7 
= Gr. (3. 167) 
— Ar 
AGB 
A-—a a. B =— (al +a). (3. 168) 
于 是 ,由 (3. 128) 式 和 (3. sp 
ae EPI 4 C o 
exp(AA* B — A x 2 PI an “VE |, Lue 


(3. 169) 
然后 用 正规 乘积 内 的 微分 技术 ,就 可 以 求 出 上 式 的 正规 来 积 展开 .， 


3.15 下 色 产 生 算 符 本 征 态 


大 家 都 熟悉 相干 态 是 玻 色 子 漂 火 算 和 从 的 本 征 右 天 。 人 至 于 产生 
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ee 


—B——À— Me a 


SH a 有 没有 本 征 右 和 拓 , 有 两 种 回答 。 一 是 a 的 本 征 右 天 恒 为 
零 ; 二 是 a 不 具有 归 一 化 的 本 征 态 , 持 这 一 观点 的 解释 见于 文献 
| 451。 但 这 只 是 知 其 一 而 不 知 其 二 的 观点 。 事 实 上 以 下 将 证 明 
a 具有 不 能 归 一 化 的 右手 本 征 天 ,尽管 它 不 能 在 物理 仪器 及 实验 
中 实现 ,但 有 一 些 辅 助 的 用 处 ,因此 有 必要 求 出 其 显示 形式 ， 
令 |z>》 ,是 a 的 本 征 值 为 z 的 本 征 右 矢 : 

a |z».-zlz.. (3. 170) 
式 中 下 标 * 表示 其 附属 的 态 属于 a 的 右 矢 。 在 坐标 表象 z| 中 建 
立方 程 


zrls.—la iz. = 54 (X= ib) | x. 
-x e -x)ebee (3.171) 
1X SF BUR A 
G | 2. oc exp( 5 wh (3, 172) 
显然 它 是 发 做 的 。 如 采 换 用 以 下 的 陈述 , 即 在 Fock 空间 中 展开 
lee: 
iD. = > lm | 5. (3. 173) 


B ELE TEE AR ajn = fln Dil 
O= zQ|zz..40|/zz.-zzcills. ad z), = 2 | 
JÁ/nlzz.-—zonlz.e.n-1,2,3,- (3. 174) 

分 析 这 些 递 推 关 系 可 见 : 当 250 时 ,所 有 的 系数 人 z| xz. HE. 
当 z 二 0 时 ,必须 十 分 小 心 ,否则 将 得 到 不 严格 的 结果 。 把 方程 
07 z(0|z2. 与 rlr) —0 比较 ,能 从 递 推 基 系 可 以 导出 

(O | 2, =z), (0| z). = 


T <n | z>.» (3.175) 
Tal? 5 


AP OC 2) ED MPRA. ERE 
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| ded (z — 2) Q(z) = C- "9? (2’), 
而 ai 的 本 征 态 为 
ON CD's _ 4*9. 
— 2, AT ô” (z) | n = exp( a ZG) | 0>, 


(3. 176) 
JB 07 Cz) fe OCO P] n RBS FHER: 
zÔ (z) = (—1)! (n I TOMBE COP (3. 177) 
|z》> ,的 性 质 主要 有 
(zz 一 6(z 一 > )， (3. 178) 


式 中 左 矢 《z| 是 未 归 一 化 的 相干 态 ,《z| = 0167 ,以 及 
_ 一 LDO Ce) 
[de] «GI | de X, P | m><n | 


一 -Y | m |— 1, (3. 179) 
这 就 是 产生 算 符 本 征 态 与 相干 态 所 组 成 的 围 道 首 积分 完备 性 。 


3.16 产生 算 符 的 本 征 态 作 为 一 个 不 可 归 一 化 的 
超 奇 异 的 压缩 相干 态 


还 可 以 从 压缩 相干 态 的 角度 来 讨论 a 的 本 征 右 矢量 。 引 入 
a+ ta HA EAR: 


(a--£a ) | e, =a|a,0, (3. 180) 
AF Da 稍为 复数 。 不 难 导出 |c, 旬 是 一 个 压缩 相干 态 ， 
| aD = exp(aa' ~a'?) 05, (3. 181) 


实际 上 它 可 以 由 以 下 算 符 恒等式 看 出 ， 
exp(— aa | Tx Sa a? )Ca 4- fa" )expl aa -2a")- a 十 of， 
(3. 182) 
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式 中 工 是 恒 等 算 符 , 用 厄 米 特 多 项 式 可 以 把 jw, 多 展开 为 


LN C(OV20" a 
|a. 一 2, " "UN. 


) n), (3. 183) 


FY FAB eB 
Y LH, (2) HH, O) = 
— 2" n | 


2ryt — Gr^ + yÉ 
exp| ] E | , 


(3. 184) 


ji 
J/il—t? 


AH |ti <1, P49 
exp [ 2% — (C'a + £a 1, 


P 7 1 
(a sf (OD = ae 20 FE^ 
EILE |<, (3, 185) 
上 式 也 可 直接 用 TWOP TCR SEB SFE AERA. 180) 改 写 


为 
(pa ca! ),/ exp[ — 2 (el 一 CQ * | 0> 
=z |Z exp- £21 —a eal 0», (3. 186) 


在 Cool] SEXY 


a |2.—zlzz-., (3. 187) 
ERPI). 的 定义 是 


|z), = lim 2 -exp|— S (zl —a' * | | 0)》 


~ ó(zl —a ` ) | 0) 
S E D go 

= —— ) | n>. (3. 188) 
2, " (z) | n 


这 与 (3. 176) 式 一 致 。 

产生 算 符 本 征 态 与 相干 态 所 组 成 的 围 道 积分 完备 性 可 应 用 于 
导出 光 场 的 复 P 表示 ( 见 书 1), 也 可 用 于 讨论 信号 分 析 中 的 Z 变 
换 559 。 这 里 用 (3. 176) 式 计算 
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.CZ ao 一 《0 | exp(—a £ Jexp( aa EET 0»0(z) 


= (Q | exp(aa — 2a" + fa’ 3z = Jexp(— a) 0» 
J C d^. 
iu a — 5 55) Hz) 
_ (za) 
-E Xp ot I (3. 189) 


在 上 式 左 边 代 和 人 完备 性 (3. 179) 式 并 展开 (压缩 相干 态 用 相干 态 的 
路 径 积 分 展开 ) 


aD = 


| (z— a) | 
s exp! ot | | z>， (3.190) 
EE NODS EEE 


RE RI I PRL exp) SP | 在 无 穷 远 处 为 零 。 


习 起 
L 由 于 相干 态 1* 是 定义 在 复 平 面 上 的 ,熟悉 复数 的 若干 微 积分 运算 对 
研究 工作 十 分 有 益 , 令 一 + 十 iy, 则 有 


à, — = (9, —ia,). 


d.. 一 一 LG, +10), 


df = 0, fdz+2.. fdz', 
(1) WEAK V^ --423,.93,, 


(2) 用 Stokes 定理 及 中 dz = 2ni ,证 明 OL. 9. Inz = ne? (x,y), 
2， 从 相 于 态 的 过 完备 性 知 
| zy Cz | z >。 


23— Fi Wi H Ò PRCT AI 
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| z^ = | Coe (z— x ) | z), 
那么 ,从 
LEN 2)| Le? — 4? (zx) |= 0, 
能 够 得 出 什么 结论 ? 
3. 设 复数 = 的 极 分 解 是 = 一 A/ Le .设想 了 为 作用 量 ， 


pakz hz" 2] 
OD OR | 3d. IKAD ji? 


(2) EB: Sores ig 


OMIA Sao 9H 

4. EAR TEFA. 11) 的 一 个 应 用 ,讨论 一 个 带电 振子 在 勺 强 磁场 
中 的 运动 ,磁场 沿 e DE RO A= (BX 1) => By. Br, 0) AR 
量 为 


-(P — eA): + mai (x? 十 入) 


(P? Pia mo! (x? + y) — ex GrP, — yP,), 


. eB 
FRB or — w“ =w; Hwi, 


定义 
I 
2 
à, = (22) r, +102mwkh) ? P 
1 == Es Vs Yr, == Ls Py == Ms 
ji 


H = hw(a}a,+aya,+1)+ thw, (aj a, —a,a; ), 
(D 求 :e 加 的 正规 乘积 展开 ,8-- LL E SES RE ML. 
(2) OR IER SERO BOAT ER. 2 二 Tre 委 。 
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5. 试 把 平面 上 的 Stokes 定理 
| Par+ Qay = || (R-E )deds 
改 与 为 外 微分 形式 
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4.1 Weyl 量 于 化 方案 和 Weyl 编 序 内 的 积分 技术 


经 典 函 数 q"j 在 量子 化 为 算 符 时 有 多 种 偏 序 方案 。Weyl 给 
出 的 量子 化 规则 是 cel( 在 4. 1 和 4.2 中 记 Q 为 坐标 算 符 ) 
qp- (3) > mop P. LLD 
所 以 上 式 右边 就 是 Weyl 编 序 好 了 的 。 这 种 编 序 的 好 处 不 但 在 于 
它 可 以 自然 地 导致 路 径 积分 的 “中 点 " 取 法 , 即 取 (4. 1) 式 右边 算 符 
的 坐标 表象 矩阵 元 ， 
al (a) Emp" PQ 14 


{=0 


=| SP orc (154) y. (4. 2) 


而 且 当 引入 Weyl HR RIGS? 二 如同 正规 排序 的 算 符 用 : : 
记号 那样 的 做 法 ) 后 ,再 利用 Weyl 编 序 算 符 内 的 积分 技术 ,就 可 以 
给 量子 光学 中 Wigner RELA Wigner 变换 的 研究 带 来 莫大 的 便利 。 

Weyl 量子 化 方案 与 Wigner 算 符 密切 关联 ,这 可 以 从 将 
(4. 2) 式 略 作 推 广 而 看 出 , 即 把 (4. 2) 式 归纳 为 
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ET r E E ri A mm m m 


(q | H(P.Q) =| Berin p. EL), (4. 3) 


H(P.Q) AA BR h(p,g) 的 Weyl 量子 化 对 应 。 为 了 进 一 步 


-—— u^ 


并 用 坐标 表象 完备 性 ,得 到 
H( P,Q) = B do dg | g><q' | B sh pner, ( b. qtq ) 


OMS aua, a Lu, u, 
F zx]... dPdadwh (p.a)¢ q+ 3g— Fl. 0 


id 
| Mem ig + oq | = Ag) =A (op L5) 
为 Wigner 1^ , 则 Weyl dum MEA 
H(P.Q) =|] dpdgh( PDA). (4. 6) 
作为 一 个 显然 的 量子 化 例子 ,可 以 看 出 存在 以 下 对 应 : 
ehm c, Er, (4. 7) 


即 由 于 算 符 QQ 与 也 在 指数 上 相 加 ,不 存在 排序 的 含糊 性 。 代 入 
(4.6) 式 ,得 


ene =|| dpdge™"A(p.q) = j ene 1o (4.8) 


左边 的 算 人 符 已 经 是 Weyl 编 序 了 的 ,所 以 可 以 在 其 外 面 加 上 记号 
FLA CL 8) 式 看 出 ,Wigner 算 符 A(p,o) 的 Weyl 编 序 形式 是 


ACp.q) = 10Cp-- P)ó(q—QD i, 
或 
ACa) = li —a)Xa7—a^) T (4. 9) 


Xp a CP P. 实际 上 在 把 (4. 9) 式 代 人 (4. 8) 式 中 间 的 表达 式 


时 已 经 用 了 在 Weyl 编 序 内 的 积分 技术 。 下 面 概 括 如 下 
(1) Weyl 对 应 规则 (4. 6) 式 本 身 可 以 纳入 Weyl 编 序 形式 ， 
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Ln e re EE Er LL iw er re ie LE. 


| dpdgh pDA pD = PQO (4.10) 
(注意 右边 的 图 数 也 是 六 了。) 或 
G(a' sa) : -一 i |d'aG(a" ala" —a' )ó(a — a) P 


(2) 玻 色 算 符 在 Weyl 编 序 记号 i ”1 内 部 是 对 易 的 。 
(3) 可 以 对 内 部 的 c 数 进行 积分 运算 ,只 要 该 积分 收敛 。 
(4) i PWS ARKE Piden muB. 
(5) 相似 变换 不 改变 Weyl 编 序 。 设 Y 为 一 个 相似 变换 算 
符 , 则 有 
ViXY-e-eZiP V = VXY. ZVI P. (4.11) 
EREE LS BI PA TIE DERBI. LA EX Pe 
得 注意 的 是 (4. 10) 式 说 明 一 个 已 经 Weyl 编 序 好 了 的 算 符 i h(P， 
Q 闪 的 经 典 对 应 函数 能 够 直接 地 由 替代 Pp. Qq MEAL B 
外 要 注意 的 是 ,大 想 把 i i 除去 ,必须 先 将 其 内 部 的 算 符 排 成 
Weyl iF. MURRE Q'P' INL 二 脱 去 ,必须 先 重 排 它 为 
(5 >) Ge pie P Qi. (4. 12) 


{=0 
而 后 才能 脱 去 ; d. X. 
: 0(pC— P)o(g— Q) i - || Sudu pe lu q—Q) Fn pP) » 
可 得 
ACp.,q) = J || duduci Qs o (4. 13) — 


读者 可 以 为 用 方法 证 明 (4. 5) 式 与 (4. 13) 式 是 一 致 的 。 
此 外 ,可 以 从 (4. 12) 式 直接 导出 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形 
式 (4. 9), 有 兴趣 的 读者 试 证 之 。 


4.2 ”由 量 于 统计 的 含义 导出 Wigner SEAT 


以 上 是 从 Weyl 量子 化 的 角度 自然 地 引进 了 Wigner BH. 
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事实 上 ,还 可 以 在 量子 统计 的 意义 下 引 和 人 它 。 早 在 1932 年 ， 
Wigner 就 提出 这 样 的 问题 ;鉴于 在 量子 力学 中 坐标 算 符 Q 与 动 
BAT P 不 对 易 , 不 能 同时 精确 地 测量 某 个 粒子 的 坐标 与 动量 ， 
那么 能 否 在 经 典 g-p 相 空间 中 找到 一 个 描述 量子 态 | 几 分 布 的 忒 
数 W(g,p)( 称 为 Wigner pa) ,使 得 其 在 g 方 同上 的 边缘 分 布 与 
b 方 回 的 边缘 分 布 分 别 为 
P(g) = l| Wa pdp, 
- (4, 14) 
P(p) = È| Wa pde. 


AP P(q)LP(z)j 表 示 发 现 粒子 处 在 态 j| 轨 时 测量 其 坐标 得 到 5 
值 ( 具 有 动量 值 p) 的 几率 。 对 于 纯 态 | 办 而 言 ,正好 有 关系 
W(q.p) = | Al, p) | p. (4. 15) 
而 对 于 由 密度 和 窍 阵 pp 描写 的 系统 ,在 坐标 表象 中 Wigner 图 数 的 定 
义 为 
W(q.p) = +f +% lela — 52e "do = Tr_pA(q,p)], 
(4, 16) 
BB Wigner 算 符 的 纯 态 平均 (或 混合 态 平均 ) 正 好 给 出 Wigner PRA 
”由 测量 Wigner 晒 数 可 以 间接 地 得 到 关于 流明 数 的 信息 。 例 
如 从 (4.5) 式 可 见 , 当 纯 态 密度 矩阵 o= | ^ 《yy 时 ,相应 的 Wigner 
函数 是 ( 补 上 普度 克 常 数 ) 
1 |? . Y U 
Was = gu] dexo( ten (a— 7) o(9+ 9). 
(4. 17) 
由 此 导出 
(«7 3) 2) [tom (E) p. 
(4, 18) 
E q— EREN 
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P C) = | dpexp(22)w( 2, p). 


(4. 19) 
KO) =| gO) | exp( £2), 
Er EAE. v RM x 后 ,得 
(xo | 
Wr) = op | dpexr( 2" )w(s o). (4, 20) 


即 从 Wigner AAJA Wz)。 因 此 现在 有 不 少 实 验 致力 于 Wign- 
er 图 数 的 测量 。 以 下 用 IWOP 技术 所 得 的 结果 导出 Wigner 算 
符 。 在 第 二 章 已 知 坐 标本 征 态 投影 算 符 是 


| @><q | 一 "i exp — (¢q—Q)? |:, (4. 21) 

动量 本 征 态 投影 算 符 是 

] 

— -2 —(p—P»!:, . 22 
| p» | 去 exp[— (p — P! ] (4. 22) 

把 二 者 以 如 下 方式 结合 
= : exp[ — (q—Q)? — (p — P)1]:, (4.23) 

容易 看 出 其 单 侧 积分 

l| aq: exp[— (q—Q* —(p — PY): =| ppl. (4. 24) 


i dp: expl— (p— PY —(—Q*j:-—iqql. (425 


根据 Wigner 分 布 函 数 的 物理 意义 ,立刻 就 可 得 到 这 样 的 结论 BD 
Wigner 算 符 为 


AG, p) = E : exp[.— (q4—QY —(p— P»!]:, (4.26) 
5| 


l 
= —(q+ip), 
a z ip 
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出 
Alq, p) > Ala) = - : exp —2(a’ —a*)(a—a) |: 
(4. 27) 
由 此 立即 得 到 相干 态 的 Wigner 函数 是 
lz | A(qsp) | z) = Lexp[— 2(— a) (:— 1. (4. 28) 
(4.28) 式 又 可 以 与 为 
Ala) = mw! D(2a)(— 1)", 
N =a a, D(a) = expla" —a‘a), 
H(—1)^a(—1)`=—a, A PẸ 
4A(a)A(a = x? DG2a D(— 2a’) 
= x ^D[2(a- a )]expi 2(a*a/ —a’*a) |, (4.30) 
再 由 相干 态 的 过 完备 性 导出 
Trl A(a) Aa’) ] = =a ~ a )d(a*— a" ) 


(4. 29) 


一 = lq — qp — b), (4. 31) 


因此 ,由 Weyl 对 应 式 (4.6) 可 以 求 出 算 符 HOP, OKAR 
数 
hlp = 2nTrLH(P.QAtg, p) |. (4, 32) 

Be sr C4. 3D 381 (4. 32) 式 可 见 , Wigner 算 符 本 身 的 经 典 Weyl 对 
M PRI AE: 

Ala’) —0(0—9)00(p—p), a= E q +ip’), (4. 33) 
这 与 (4. 9) 式 一 致 : 它 可 以 由 (4. 10) 式 进一步 肯定 , 即 把 A 的 经 典 
Weyl 对 应 函数 (4. 33) 式 作为 (4. 10) 式 中 的 Ap) 代入 ,就 得 到 


上 dpdqó(q — q )6( — POAC = EA -DAP — P) f, 
(4. 34) 
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作为 练习 ,有 兴趣 的 读者 可 以 求 
U = exp( SQ’ )exp[ — $ (QP + PQ)In A lexp(— Bp) 
(4. 35) 
的 Weyl 编 序 形式 , 式 中 A,B,C 为 实数 。 


4.3 ”相干 态 投影 算 符 和 密度 息 阵 的 Weyl 编 序 
形式 


由 (4. 32) 式 可 以 求 出 1z>《z| 的 经 典 Weyl 对 应 : 
2xTr| | z><z | Ala) |= 24€ | : exp[— 2(4! —a*)(a—a) {i | z) 
= 2exp| — 2(z'—a*)(z —a) |. (4, 36) 
根据 Weyl 编 序 的 性 质 与 (4. 9) 式 ,立即 得 到 | 20 E | AY Weyl 编 序 
A: 
| > 《zz |= 2| d'aexp[ Xz’ — a") (z — 0) ia —a^)0(a —a) i 


= 21 exp —2(z'—a )(z—a) ] }. (4. 37) 
于 是 算 符 的 相干 态 对 角 表 示 (P 表示 ) 就 可 纳入 Weyl 28H : 


2 2 
p= | SP) | zz | 一 2 es exp —2(a. —a*)(a—a) |i P), 


(4. 38) 
上 式 是 把 反正 规 乘 积 排 序 的 算 竺 化 为 Weyl 编 序 的 一 般 公 去 ,内 
为 从 反正 规 算 符 立 即 得 其 已 表示 。 进 一 步 把 PCz) 代 和 人 (4. 38) 0 
积分 ,就 得 到 p 的 Weyl 编 序 展开 。 
在 文献 L49」 中 ,Mehta 曾 给 出 由 Pp 求 P(z) 的 一 个 公式 : 
P(z) = exp(| z 四 | TR gi o | Bexp(| B^ -g'z—Bz"), 
(4. 39) 
AP MD BATA. FEC. 39) 式 代 和 人 (4. 38) 式 并 对 dz 积分 ,得 
~ o[ diz CO [ dig . 
p =2| -exp( z | E " — p| p| e 
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expl 181 十 pz 一 pz 一 2(z 一 < »)(z—a)li 
-2| Pipl 5 | Bexpl2(8'a — a! BF a^ a] E, 
(4. 40) 
这 了 驶 给 出 了 如 何 把 正规 乘积 形式 的 算 人 符 化 为 Weyl 编 序 的 途径 ， 
因为 正规 乘积 了 的 o 的 相干 态 和 矩阵 元 《一 8|p18) 是 可 以 直接 写 出 
的 。 特 别 当 o 是 单位 矩阵 时 ,自然 地 得 到 


2 
2| £P expl—2(B'+a')(B—a)]i=1, (4.41) 


4.4 密度 息 阵 的 反正 规 乘积 展开 与 反正 规 乘积 
内 的 积分 技术 


从 相干 态 投 影 算 符 的 Weyl 经 典 对 应 (4. 36) 式 又 可 见 
2 
| z2(z | -2| oF expl— 2(z*—a*)(2—a) | i ee 


«exp T*(z—a) —t(z*—a') | 
上 式 右 边 的 i 上 可 以 脱 掉 , 因 为 脱 掉 后 仍 是 Weyl 编 序 的 ,于 是 有 
axe: EXE : exp| —2 | z | —2 | a |? -+2a*z-+2z*a 
+e lza) =lat) +1 5 | * 。 (4. 42) 


AH: PAORBRGIEHSQGEBUUS.HIfE—-A 4 S Ree m) 
灭 算 符 都 排 在 产生 算 符 之 左 。 这 样 也 可 以 引入 在 反正 规 乘积 内 的 
积分 技术 ,其 要 点 是 : 

(1) 在 : ;内 部 玻 色 算 符 是 对 易 的 。 

(2) 可 以 对 : :内 部 的 c 数 积分 ,只 要 此 积分 是 收敛 的 。 

(3) 在 : :内 部 的 反正 规 乘 积 记 号 : :可 以 取消 。 


根据 这 些 性 质 ,对 (4. 42) 式 中 的 | d'a 积分 ,得 
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dft 


^g exp| t” (z—a) — r(z'—a!)]: 


| 2d<z |= :| 
— mó(z-——a)ó(z*'—a'), (4. 43) 

把 它 代 和 P 表示 式 (4. 38 FFF ARIE PI ADE. 18: 38 

0 一 | d z | dp (— p| pei p? 
 exp(| B1? +B*z—8z*)ðlz—a)ðlz*— a`): 
= [S21 <B] p | B>exp(| B|? +a — pa’ --a'a i. 

(4, 44) 
这 就 是 密度 和 抢 阵 的 反正 规 乘 积 展 开 式 。 当 o 已 是 正规 乘积 时 ,其 


AAT 2S 58 Merc plo 8 > 是 唾 手 可 得 的 ,所 以 使 用 (4. 44) 式 极为 方 
便 。 特 别 当 o 是 单位 矩阵 时 ,(4. 44) 式 简化 为 


| £i exp(—| 8|? --B'a—fa' --a a) * — 1, (4.45) 
读者 可 以 比较 (3. 5) 式 与 (4. 45) 式 ,从 中 看 出 其 异同 。 
下 面 给 出 反正 规 滋 积 内 积分 技术 的 一 些 应 用 5。 回顾 在 第 
=F 3.2 节 中 时 出 的 算 符 恒等式 : 
ara — (—i)™" 2 Hn, Gat ,ia2 5, (4. 46) 
把 它 代 入 (4. 44) 式 ,得 到 
2 
wa'™= | SF :《 一 zx | (一 Di H(ia ,ia): | z) 
“exp(| z |^--z'a—za' -Fa' a): 
= :g'q"t, (4. 47) 
Hy TE HL AENA: 
2 
(— Derer | XH, (—iz',iz)exp(—| z |^ --z'a— zr) = o"t", 
(4. 48) 
与 此 相 逆 的 一 个 积分 是 
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112 从 量子 力学 到 量子 光学 - 
Cien | {Bere "expl z |? +iz'otizr) = Hua (00) 
(4. 49) 


进行 积分 变数 变换 ;一 "=" ieee, EEA 
| VH, Qm ax z exp) 一 (2° —it)(z—io) | = —— (10)" (ir)”. 
(4, 50) 


用 (4. 44 5X o n] SE B 


| z»exp(| z |^-Fz'a— za -4-a a) 


Ëm, H d'z . | Tm 
a "a" = la a 
dz. "n 
" : (—z')"z"exp(—| z ^ -z'a—za' a a): 
minm n) 
. nim; ml Cat arr Cn Y): : 


ita —Dt'n — D! 
= :H.,(a.a') : (4. 5]) 


TE = 


= : Hp (Ca 
上 式 是 (4. AXI IKFE"C RAT. HEAT RRENJE 


A BINS EE RASA. 事实 上 ,由 
: expC— ft 4 ta! 十 za) (4, 52) 


(6G 


e el^ 一 
i ， I P ^n . — P ^» | 
el eft 一 i 12 mat 一 - TT . H, „Ca a) : ， 
m,.n-Q0 myn, m.n-ü m IN; 
(4. 53) 


再 将 两 式 比 较 , 可 得 
2; : Han Casa") 一 一 exp(— tt’ 十 ta +ta*), (4, 54) 
my n n; 
m—| q” 


ma’) 


由 (4. 51) 式 又 可 导出 
d. HU (a! T» : 一 


d suo. 
È Te aaa 
a= = TZ 


—-ü 
= ni : H,, ,Ca sa) : 


da 
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tmn 


a a 


—ntiH,.i(a sai, (4. 55) 


9 
da 


gH CD — nH, Gf. 
由 (4. 46) 式 可 得 


a "a"a *q!— (— t7 : a "H, Cia! ;la)a? e 


Hmn (0,8) = mH, (Gp, 
(4. 56) 


qv 


— 


mint, $) 
niki(—1)! (at ym 


A [(n—lL) VCR — 1) 


i mun(2, &) niki (— 1)! 
i IIa DICE — DI 


: Hmla sai. 
(4. 57) 
为 一 方面 ， 
a '"a"a "a? = :H,;(a5 ya) :HG ya) 1 , (4.58) 
比较 以 上 两 式 , 得 
: Ha sa): : Hi (a sa) € 
min(n,k) 
一 全 no Rm : Hy nt; la ,4) : . (4,59) 
进一步 又 可 导出 
a'a '*ala ”= (—i)*" : Hrn Cia! sia) :(—D™: Hm; Cat ,ia): 
—q'iH,;(a',atia!'" 
minCj, &) 


jiki(—1)' ntj r T mH 
2; TCDICRDT2 4%? 


minl j,k) , 7T 
— 3 (— jy mite ! Ik! 
er iG; — D! — L)! 
ud H mtn Cia! ,ia) to (4. 60) 


WO, ri 2 ARES | ood TES; TWOP 技术 ,又 得 
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2 
Hin (a! —b,a—b' y= | £7, Gr p | 9n 


x 
2 
一 | TH. Gr ,7) : exp{—[n*—(a' —b)] 


-in—(a—b')]}: 
= i (at —b)"(a—b'» 2, (4. 61) 
在 最 后 一 步 的 推导 中 用 到 了 (4. 50) 式 。 


4.5 ”纠缠 态 与 Wigner 图 数 ^ 


AST THe EB ZH BAAS | 7 与 | 全 构造 两 体 Wigner 算 符 及 其 物理 
意义 。 对 于 一 个 双 粒 子 纠缠 系统 ,其 两 个 粒子 是 如 此 地 纠缠 着 ,以 
至 于 没有 一 个 粒子 能 单独 有 一 个 态 。 换 言 之 ,处 于 纠缠 态 的 粒子 
没有 独立 的 态 , 或 者 甚至 没有 独立 粒子 的 性 质 。 鉴 于 此 , 当 仍 要 用 
Wigner 图 数 来 描写 一 个 纠缠 态 时 ,此 Wigner 函数 的 边缘 分 布 不 
应 该 反映 独立 单个 粒子 的 性 质 而 应 该 反映 出 整个 系统 所 处 的 态 包 
含 的 纠缠 性 质 。 也 就 是 说 , 单 粒 子 态 的 Wigner 函数 其 边缘 分 布 
分 别 反 映 发 现 粒子 处 在 位 置 9 和 具有 动量 p 的 几率 ,此 种 解释 , 必 
须 作 合理 的 改进 与 推广 ,才能 适合 于 纠缠 粒子 系统 (尤其 是 多 粒子 
情况 ) ,否则 就 将 不 再 是 物理 的 。 以 双 粒 子 纠缠 态 | 为 例 ,由 
(2. 3) 式 可 知 投影 算 符 | 用? 的 正规 乘积 展开 是 

pp |= expo — Gj— ai +a; 2)(y'— a1 +az)] : 


= en (nS - s Bay. 
(4. 62) 


n-A m. > EUR SEM ZUG | OPTEERZSIENE UE RUGIEBUE SX 
| &><& | = . exp| 一 (£— a; —a,)(&*—a! — qaz) |: 


ien (S38) - 5] 


(4. 63) 
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rrr —R—— nima n 


XP HA CA. 2223 23 (4. 24) 式 ,想象 适合 于 两 体 纠 纺 系 统 的 Wigner 
算 符 可 以 由 (4. 63) 式 与 (4. 62) 式 构造 出 来 , 即 


A(o, y) 一 证 。 exp| 一 (0— a; 十 az )(o*— aj + az) 
一 (7 一 as —aj)(Y'—ai —a;)]* (4, 64) 
或 
1. 7 Ai — X2 入 Pi 十 Po V 
Alo, Y) = LC exp, [s — 万 | - (2: 万 | 
XI 十 V^ P, — P; 
— | ¥, 一 一 一 | | — 。 
u * (7 ae) že (4.65) 
这 样 构造 出 来 的 算 符 ,其 边缘 分 布 分 别 是 
[daor -l : exp| — (Y— a4 —a)(Y*—af —a)1: 
1 
一 二 |» | ， (4. 66) 
rra 
[Emay =L | pal = (4. 67) 
相应 的 双 粒 子 态 | 办 的 Wigner 函数 的 边缘 分 布 分 别 是 
|da] Ac» | = 


(4, 68) 


[ery Ani p= tgl . — (4.69 
rig n= os 


XP | PCE) |? 表示 当 纠 缠 双 粒子 系统 处 于 态 | 几时 ,测量 其 处 于 相 
对 动量 /2& 及 质心 坐标 为 V2& 的 几率 , Tf | CD |? 表示 测量 其 处 


于 相对 位 置 v27 与 总 动量 为 V27;* 的 几率 ,也 就 是 边缘 分 布 以 纠缠 
的 面目 出 现 。 
可 以 进一步 证 明 A(c, 思 在 | 分 表象 中 为 


2 
ACo, y) =| 3 lo— pXo-- 9l exp(yy*—7n"y, (4.70) 
ME | & Fes PH 
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2 
A(o,7) = | cs 一 6 十 26 十 7 | expC£'o — £0" ),(4. 71) 


事实 上 用 有 序 算 符 内 正规 乘积 积分 技术 对 (4. 70) 式 或 (4. 71) 式 积 
分 ,就 可 得 (4. 65) 式 ,再 令 
y—a-Ffl, 0—a—f', 


& = 1 (s, 二 1p1)， 


J? (4. 72) 
B= ris 十 1ps)， 
就 可 以 看 出 
Alo, D = T° : exp Zlat —a*)(a 一 四 一 2(c —f*)Y(a; — D]: 
= ACAD). (4,73) 


所 以 ,A(o,7) 是 双 模 Wigner 算 符 在 纠缠 态 表象 中 的 表示 。 
由 双 模 压缩 算 符 S» GO 的 纠缠 态 表象 (2. 40) 式 及 纠缠 态 的 正 
交 性 ,可知 Wigner 算 和 从 的 压缩 变换 是 


2 
S? (DACc,y)SCA) =| = | alo — q) elat m | 


。 expCóY *— 7*1). (4.74) 
由 此 导出 双 模 压缩 粒子 数 态 的 Wigner AAE 
mn | S! QOACO,Y)SQO | mm 
2 2 
e exp gY'— 9 2 Haul i(o— m.uto'*— 9") | 
Hbi 9) g] 
7 grim grim 2 、 、 
mln! 33t" agar eB Tl pe | Ip!) 


e exp — tt J-tg(o — y) -- t'n(o^— 9) 一 rr 3 ru(o4- 7) 
T rH ls 7) | tet srr =0 


Ld m oe rex] — i | |? — Y |t 4 
r1^m!n! dat" Irar” ue 
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i rerom je je (7 — " ue) 


+r (nor) (uo — 7) | | 


taf rer =Ò 


-ODS 3 C _ | -uo ll 
| 
l 
42 2} a, 12 
+ exp( we joj? —] y] z) (4. 75) 


特别 地 , 双 模 压缩 真空 态 的 Wigner 函数 是 
(0,0 | S! G2AG S | 0,0)= x exp(— i£ la -LL) 


— rexp| 一 二 12[Cn —a + + p) 


-zzl 十 zz) + (pi — p:)?]| o 


(4. 76) 
而 EPR £u 48S 7k Er] Wigner KAE uf p C4. 70) 式 和 (4. 72) AGE 
即 导出 : 


2 f 
Q | AC») | p- | £X 05 一 1 (十 7 lexp(yY'—gq D |m 


一 (2x) !0(/291— (n — 23) 814 29;— (bi + po) }. 
(4,77) 
它 正 确 地 反映 了 测量 | m TETH22 I8] (zi —ax pio tb PHB. 
男 一 方面 ,根据 (4. 40) 式 可 以 求 A(o,7) 的 Weyl 编 序 形式 ,这 
将 在 4.6 节 中 给 出 。 
用 纠缠 态 表象 下 的 Wigner 算 符 (4. 70) 式 写 出 的 双 模 密度 算 
符 的 Wigner MAE 
W,(o,)) = Trl eACo, y) | 


— | E 2lpl|la— pexp(yy*— 9 )»,(4. 78) 
4 o ESAS ER o= | <P AT, Wigner 函数 的 边缘 分 布 
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2 _t 2 
fa Wo) =D , 


(4. 79) 
[Ewon = | DEL 


Pao 


给 出 发 现 两 个 粒子 具有 相对 动量 V2& (总 动量 为 /27n;) 而 同时 质心 


坐标 为 入 (相对 位 置 为 /271) 的 几率 ,再 计算 


x? | Pod? YW, (0, 7) Wa (ao 


2 
-4|a'eaty| d "Ts +9 | o | o— pexpl(y*—7*yY) 


of 
。 | 81 (s + ?»|gelo—»oexp(yY'—95'» 


2 
=4| do] Skoty | a |o — mile | od m... 80) 
4 go 十 7 二 Tt,0 一 7 一 4, 则 上 式 变 为 
ja d _ | dr 一 

tT] est] A DA] ae lD =] aT] Am | O = Tra), 


(4. 81) 
SRB p 5 | 3848 p» 799 21 s, Br DL 


Trepp) = 4x | dod YW, (0, Wa G,y) — (4.82) 


是 纠缠 Wigner KARAREN. HAS o — 19» (28 — 
9^ pi 都 是 纯 态 密度 矩阵 时 ,从 (4. 82) 式 看 出 


2 2 
Tro) =| (1e |? = 1] Eye 


— grh | Lok? YW (6,3) Wis (o, Y), (4.83) 
式 中 恢复 了 天。 上 式 表 明 跃 迁 据 幅 <y| 9» n] LL 3 35 Jg PAP A EJ 
Wigner 函数 的 乘积 在 相 空间 的 积分 。 进 一 步 , 当 mm 一 c 王 0 时 ,由 
于 纯 态 密度 矩阵 满足 Tro <1, A C4. 83) 式 看 出 纠缠 Wigner PR 
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数 满足 
1 


+, (4, 84) 
[dod YWi (o, ) 


Arr?’ f° < 


4.6 纠缠 态 表 象 中 的 层 析 摄 影 术 (Tomography) 
mie 


由 (4. 4003848 Ato. YH Weyl 编 序 : 
2 2 
AG. y) -4| TATE Kb -R 12 


: exp[ — (e — a +a? )(6?— aj + a3) 
—(X—as —ai)(Y'—aj — ag) | : 


2 
18 ,Byexp| 2320914; — a! B, +a/ a.) | i 
i=l 


=} 0(o—a, +a?) )d(o*—af 十 az) 
*ó(Y—a; —aj)0(Y'—aj ~a) i 
=} 0 (o—a, +a: )0? (y—aj —a,) i, (4.85) 
由 此 又 得 出 纠缠 态 投 影 算 符 的 Weyl 编 序 : 
|pj|-nió(g—a Ha: )à€(g'—aj -Fa;) i. (4.86) 
|6«£|— ri la Ha; — dal +a: —€') t, (4.87) 
这 种 Weyl 编 序 形式 十 分 简洁 ,用 来 研究 ACo 20 AY Radon 变换 很 
是 方便 ,Radon 变换 可 以 给 出 Wigner MA 55 EC" Br Ez SEC BRL" 
之 加 的 关系 。 这 样 的 理论 英文 称 为 Tomography 理论 ,其 内 涵 是 : 
只 要 测定 了 茶 个 光 场 的 Wigner 图 数 的 各 个 方向 的 边缘 分 布 , 就 
可 以 了 解 到 光 场 的 全 部 信息 (在 医学 检验 中 ,无 损伤 探测 CT 扫描 
投影 成 像 是 平面 的 ,但 由 Tomography 理论 ,就 可 以 推断 三 维 图 
像 ) 。 
由 在 Weyl 编 序 内 的 积分 拉 术 ,对 (4. 85) 式 积分 : 
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R —— | [xà — 101 — V Y» )Ós; — the n — U2Go JACO, Dd Ydo, 


(4. 88) 

XPA Radon 变换 ,因为 每 个 6 函数 中 牵涉 到 ce Hy 的 分 量 ， 

wivi(1 二 1,2) 是 变换 参数 ,si 与 s 是 实数 。 把 (4. 85) 式 代入 (4. 88) 
式 , 积 分 得 


R =n [3s 0 — v Y:)8 6G; — wy — w0) 


“Soc 一 al 十 az )6(o 一 af +a) 
. Óy —aj —a1)0CY*— ai — à») i d? yd? o 


= TT : às — Ui ik — X») — Vy GP +P») | 
. às — te =x +X) 一 v zP -P2 | 
—iVi, (4. 89) 


APE V 1 算 符 的 Weyl 经 典 对 应 函数 可 根据 公式 
EF[OX;| — X; , Pi +P), (Pi — P:, X, +X:)] | 


-— | | did £F[/29,/2£]ACQn, £) (4. 90) 
定 出 (注意 这 里 (X — X, ,P1— P) —25C€X +X; PP; + P,)=21), El 
14 =n| |d yE s, an — v N2) 


M OC se —7 u$ — U2 6 JAE), (4. 91) 


KR 一 Vi -一 ES —u19)1— 077? dCs — Wy $ — t5 ) 


Qd. |- (m MM) _ (s PEE ° 

二 exp I 万 2 万 ) 

22] 
4e 


| — (8 -7 ) | : d'£d^ 9, (4. 92) 
利用 数学 公式 
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f 


ll CrP cs — Ar’ — vp" )exp[ 一 (z — x)? — Cp! — p)? ] 


- [ntt oT exp] ~ ig GA]. (4. 93) 


可 见 
Ral + ex [- l fs) — AL Lud Ra 
lae PU Jaf /2 /2 
l _ wlXi+X) vP- POT, 
Te Z 万 IE (4. 94) 


式 中 ti 一 Wi 十 1v; 二 |T| exp(19;), 此 正规 乘积 正好 是 一 个 新 的 纯 态 
am BERN : 


R=] $1552 501 » 022 515 52 5 01 5 Te P (4. 95) 


式 中 


— 1 ap LS V Lig 

J | tT. | | 2| t |j 2 | t |? 
5 Ss S S 

+(2+4+2)al +(-4+ X Jal 
Ty T 2 


| 515525 01 9 02? = 


Ti Ty 
十 [exp(2ip ) — expli) Jai az 
— 4 Lexp Zip ) + exp(Zig ) ] 


: (al? +al’)) | 0,0>. (4. 96) 
(4. 88) 式 与 (4. 95) 式 说 明 A Co YAY Radon 变换 就 是 纯 态 密度 算 
Tis s S2 3T] 94022 CS1 552 3 01 9 Uo | ILE. 
| 4 | so s25m sc? | -n||d'rd'cy | Ala, Y) | 4» 
* Os; 一 ui ii 一 Vi72)0032 — us& — 028). 
(4. 97) 
1X BBA XT Z1 AE | > . H Wigner PRA) 228. Radon 变换 正好 是 
DHE <s »32501 9 C2 | 3628 PIR PRACT] 31-73 . 
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作为 练习 ,请 有 兴趣 的 读者 求 (4. 88) 式 的 逆 Radon 变换 。 
综 上 所 述 ,可 得 出 结论 ,对 于 纠缠 态 ,不 但 其 Wigner 函数 的 
边 绿 分 布 有 新 的 含义 ,其 相应 的 Radon 变换 也 应 该 是 纠缠 的 。 


4.7 两 体 关 联系 统 态 天 的 Wigner 函数 的 时 间 演 
4p 55] 


由 于 密度 算 符 o BERES o— —ILH p] B C 16) 式 


定义 的 Wigner KROTA [8] B Bé St d t BERT ENRE D EERE 
会 不 同 。 例 如 , 当 单 粒子 哈密 顿 量 为 


P 
H = 7 -VOXD, (4. 98) 


相应 的 Wigner AAR [8] 288 4573 EA 


E "E OX dx, Op; [Weesp 


-5 (y (— 1)! Pe YOG (a ye 
c4 2 (2k --D! dr“ \dp, 
©Waispist). (4.99) 

A 80. ERES REIS ZUR BR FE XE FB 

| 3 |] 9 dW) 9 


m F] , — ëğë 


at m! AX) dri dp, 
这 里 要 问 , 当 哈 密 顿 量 是 一 个 两 体 关 联系 统 
H = dL LUX - X). (4, 101) 
BN fiz SEL TIR T D FT] 9 FT EE. BET ABA Wigner 函数 
的 时 间 演 化 方程 是 什么 ”为 解 此 问题 , 令 
X, = 入 1 一 从?， P, = w Pi — y P, P = PP,, 
mmz (4. 102) 
M ? 


JW Ges p.t) = 0, (4. 100) 


Why 


m 
m = mM eT pM =m tm, p= 
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把 (4. 101) 式 改 瑟 为 
PP: WX (4. 103) 
H —- 2M Qu? ( D . 
yj 
35 -»lple—p-— ISI 
at 7 


+5 E FUCKS Jo | 5 — » 


十 MG 十 也 | 中 d$: HUC] 8 — 7», 


(4. 104) 
BO. 10) 式 可 知 


P, | y= qd ig =exp(— igi m M dpl Gp +272) + t p] 


| b 29:01 69|— DosexpC— 1/2751 p) 


=i 9 — l (pa 一 大 "op 
i 3(/29,) /2 Ve 
(4. 105) 
因此 有 
OHN 5 P = 元 | 5 — z + (a —m)(2 9) | 《go 十 |。 
(4. 106) 
注意 到 
<o+7 | Au ET otg], (4, 107) 
以 及 
9 1/23 , 9 
a bay ^ 2 (55 t3 (4, 108) 


PX |g|o— m = CM EET qa — pa) 


l 9 2 , (4 — p) 


Ay do; dN) VAL: 
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(oz PR an, 7- MH-Ul/2tei + 71)] 


-UNZ —5)]]«--71e|e— p. — (4.109) 
式 中 
1 


4 |l, 42-41 
M T u U^ pz) mn (4. 110) 


U[42€o, 4- 912] —ULV/2(o, 一 7i) | 


PLE! U/2a, ) 7 
=) GERD peje OB =A, (4. 11D 


把 (4. 109) 式 代入 下 式 
| 9 af d "EM 
Wey t) = z| “otn | p | o — mpexp(qY'— 7°) 
(4. 112) 
后 绸 进行 分 部 积分 ,得 
9 2 | 
ia; eC Y) =| Sexp[2iC727 — M) J 


. an L22 im 
A 4u do, On, 2 


ICE a, eas) A e yl elo 


_{ 1, 9 D$ 9 (s 9 2) 
= D OY, 2H Jo t 2u 2 3 d 


QA HUG26,) | id | 
eM CEE! 9(/2a, Pr! LaW/272) | 


. | T exp| 2169274 — MY.) jc 十 7 eloi. 


(4. 113) 
必须 指出 , 当 要 讨论 Wigner 图 数 的 演化 方程 经 典 极 限时 ,必须 纳 
入 普 朗 克 常 数 , 即 重 写 (4. 111) 式 为 
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aa UZ) VE 
-iM (2b 4- D! 9 (2o, )** | h | 9 (4, 114) 


同时 , $8 (4. 112) X P HJ expl 2i C3: — $52] B SN 
exp| 2122. 122^ |], 于 是 Wigner 函数 的 时 间 演化 方程 就 变 为 


($ tale 0 = un 35- "BEP zh — j — m )0] L 


.99UG2a) 
9/20) AES 272 ) 


2k+1 2b-1 
-M 2O Dt 9" UQ2a) PL | Wyt), 


—<—}W,(0,7,1) 


CR+D! 3(/2o, y Lau 2», 
(4. 115) 
为 了 看 清 此 方程 的 物理 意义 ,注意 到 (4. 72) 式 告诉 我 们 
y -a4-g'— Yin, 
l 
n MN 十 r5), 
y Lo p2) 
2 一 ]  P27* 
2 
v2 (4,116) 


8 = a — [f = 0) + i0, 
O; = pln — x5): 
1 
0; = gun + pz2)， 
BUR 


1 
2400 — CH — e)N] = (B. E, (4. 117) 


1 
Dyk” — (a — fp 02 | = 


因此 ,(4. 115) 式 等 价 于 


(E Be) (4. 118) 
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E -(B Pr) -. (21 — EA d 
At J2\m, m,/dY J/2 mi do; 
__9 WU 204) 9 IL AC 


3(/29,) 3(/2y,) 


2C- D* UVa) l 9 J% 
———————————— Ww (c Yat), 
=> CR+D! a( 2o, 24 IZY) _ 


(4. 119) 
ESHE. 99) 式 可 以 相 比 拟 , 也 就 是 说 ,(4. 119) 式 是 以 (4. 116) 
式 中 的 那些 宗 量 来 表达 的 。 
在 本 章 结尾 处 要 指出 ,由 于 Wigner 函数 不 总 是 正定 的 ,于 是 
人 们 引入 Husimi 函数 以 保证 正定 性 ,尽管 其 边缘 分 布 的 物理 意 
义 不 太 明确 。 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 可 以 证 明 相 应 的 Husimi 
算 符 恰好 是 一 个 纯 压 缩 相 干 态 密度 算 符 ,这 为 研究 Husimi 分 布 
审 来 极 大 的 便利 ;而 对 于 双 模 情形 ,还 可 以 引入 纠缠 形式 的 Husi- 
mi RIF- 


习 A 
1. R Wigner 算 符 的 Radon 变换 ,并 给 出 其 物理 解释 。 


2. 斌 对 Husimi 分 布 函 数 引 入 相应 的 Husimi 算 符 .并 给 出 其 应 用 
3. 证 明 相似 变换 下 的 Weyl 编 序 不 变性 。 


rr 


自 旋 相干 态 与 纠缠 态 一 


本 章 引 在 用 纠缠 态 表 象 重 新 审视 目 旋 相干 仿 4 或 原子 相干 


5.1 目 许 相干 态 的 Schwinger 玻 色 于 表示 


从 光子 相干 态 概 念 人 们 自然 会 想到 原子 相干 态 ( 也 称 为 自 旋 
相干 态 ,或 从 玻 色 子 相 干 态 想到 自 旋 相干 态 )。 自 旋 算 符 满 足 
[Jy J-]= 2J: LJ Jo] =F J+. (5.1) 
仿照 玻 色 子 相 干 态 ,人 们 构造 了 自 旋 相干 态 ( 自 旋 值 为 刀 
| D= expla u“ J-) | Js =)? 
= exp(GJ +)expl J:lnG +| t [2 Jexpo- c£ 72 |j. — p> 
—(l-iri^)"exp(zJau2 | j, — 5, (5. 2) 
/与 z 的 关系 是 
u= Se F T—e wtan 5 (5. 3) 


TE j 值 的 日 旋 态 ij,m) 张 成 的 子 空间 中 ,可 以 证 明 


| 2 lotr |= S | jam><jam |= l, 


(5. 4) 
dQ= sind Ode, 
AER TS EA IE ZC HY. LIN RA 
fx. 2j 
(c | o= (ptt) (5. 5) 
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FACS. DATTE OME RHE: 
J-+r J+) | D = 2jt | >, 
J-+J lD =], (5.6) 
(J4—J.) | D =] |b, 
PE BE ERI RE REGE ET. Fock 态 的 方法 。 其 中 有 
一 种 称 为 Schwinger 玻 色 子 表 示 , 即 令 


J,—a'b, J-=b'a, J, = 4 (a! a—b' b), (5. 7) 
|. (a: Y (bt y” 
jim = 一 一 一 人 一 一 一 一 
VG+m)!G— m)! 
—|j4m» 的 | jm. (5. 8) 
在 双 模 Fock 空间 中 , | Oo XR 
| T= exp(uli— pJ —) | 0 &| 2p 


| 0,0» 


l t 0 t ip 0 7 
一 b cos = Psin — 0,0 

eui cos 5 +a e *sin > ) | > 
l (2 )! r? l o 
i i12; DG) D, 


(5. 9) 
在 双 模 Fock 空间 中 存在 着 一 个 扩展 了 的 完备 性 : 


Xaojep[15«|- 1, j=0,}4,1,3, (5.10) 


2j=0 9 PL 
上 上 式 可 以 用 IWOP 技术 证 明 ， 
ja | rr |= (2j )! cz | desine] " de : @ cos 5 ta" e sin gy" 


. (beos £ --ae*sin =)" exp(—a'a—b'b): 


] 


o i . t t LX2j _,t, ht ° 
73:411 Gp ‘(a a+b b)"exp(—a a—b b): 


(5. 11) 
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代入 (5. 10) 式 求 和 即 得 证 。 


5.2 Abe TAs S AGES PATER 


用 双 变 数 尼 米 特 多 项 式 的 母 函 数 公 式 , 可 将 未 归 一 化 的 纠缠 


A 
< |= <0,0 | expC— ab 4- aC 4- bE*) (5. 12) 
展开 为 
amb” x 
E= 2, aient ), (5. 13) 
所 以 
l 
( . = ———-H,,, 9 T o " 
$| msn? misi aC E>) (5. 14) 


Ei (5. 9) 式 可 见 
peux DI v ET BuU) 
Clo= Gey nap 15) 
但 我 们 并 不 满足 于 这 个 形式 ,而 是 希望 能 够 进一步 化 简 它 。 为 此 
用 双 变 数 厄 米 特 多 项 式 的 积分 表达 式 


(— pner €: z'"expC—| z |? + &e — ne") = Hu Cp. 


(5. 16) 
可 以 把 C5. 15) 式 改写 为 


ites Ly delaz er 


* exp(—| z : Ham 


=- 一 一 一 一 一 expt] dz(rz z)" 
Gr Y (25! x 
e exp(—]| z + £z—t'z'), (5. 17) 


为 了 积分 上 式 , 令 
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z— tz*= (1—| rz|12)z ， 
z=z tre”, (5. 18) 
z'—z'-Er'z, 


M dz d'z 的 雅 科比 行列 式 是 


Pe = LdaAde— (01—| e |e", (5. 19) 
Bi s—t—cUCod KG 17) 式 积分 ,得 到 
XJ ry —L —— eO 一 | LR 


(1 二 rz V (25)! 
(7) [expla He) iz | 


— rz? — sz — s 2 * | 


— pea 2) 


Ga TPY ODIA 95 
—(1-2|rczl?)s*—re's?^—cs? 
exp Ta Je 6.20 
注意 到 单 变 数 厄 米 特 多 项 式 具 有 微 商 形式 : 
H, (x) 一 exp?) (— 3) expc- 2°), (5. 21) 
JF 
{Ts Llr- ost - 
1] 一 | r 3 1 (5. 22) 
则 (5. 200 xA f] BH 
(ic vH, (y) exp) £t'— T's" 
O AHY JODE [c |?) 
十 an SEE - 
Bro "3 -x |. (5. 23) 
注意 到 st—vUFE 
SETS y (5. 24) 
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所 以 (5. 23) 式 中 的 指数 函数 的 [4 中 的 值 丛 为 零 , 帮 得 到 了 一 个 
较为 简洁 的 表示 式 

c Uc 

anon (1 +} c |?) Lond 24r 
FAHI Fe PAS CEB BF 3:38 PO FE 2H S CE) RRP RU 
半数 是 一 个 阶 为 27 的 单 变数 厄 米 特 多 项 式 , 这 是 一 个 易 记 忆 也 较 
优美 的 结果 。(5. 25) 式 也 可 以 称 为 在 Schwinger 玻 色 实现 下 自 旋 
相干 态 的 一 个 广义 的 Bargmann 表示 。 


5.3 AeA ASHY Wigner EZ 


FEA CS. 25) 式 的 应 用 之 一 ,下 面 求 自 旋 相干 态 的 Wigner K 
数 。 利 用 Wigner 算 符 的 纠缠 态 表 示 式 (4. 70) 


2 
ES | y— oO Ell exp(o£*— £o") = AC^ o). (5. 26) 


). (6.25) 


2 
iet | o-ex( — 3) | 1 OH. 12) 式 定义 ， 
Y¥=a+f8", 0—a-—fp', B= Gi ipe. 
以 下 求 
d't epu 
| ADO | D= a| | za ly <7 + El exp(oS*— Le") 1o 
E rž | 至 
DIAH c]59J $ | 2 /c 


oH [Oto d 
É 2 Vt 


. exp(— + 06 一 to") : 


(5. 27) 
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进行 积分 变数 变换 C+ OSTEO, 其 道 变换 是 《一 
Je AEE Je y E gag 
t 


r 


«(2)» (2) ec 
可 把 (5. 27) 式 改 与 为 


， (5. 28) 
=0 


AY 
MT | ACY. o) | T) = OES z zya oP LY | ) 一 ux) 


(5 MEE dU LA —t*)-rQo'! +04 


ee ve E TERE) 


， (5. 29) 


-(ve EE Je 


式 中 的 积分 为 
jae EE T 


ME " 
TESESUI cet 
HH EE) zi) 


"Lp eg[f +: — LE! + ay wt tw t)—| ol I 


(5. 30) 
式 中 
w=2|rt|g—g’(l+| tl) =yr(r"p—p), 
571-|Icl oe 
把 (5. 30) 式 代入 (5. 29) 式 ,并 用 双 变 数 尼 米 特 多 项 式 的 微 商 表达 
式 (2. 45) ,可 得 Wigner PRA: 
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2j 


— — | c] 
WOP) zt | AO) |) = x5 nad ERO 


2] a àj 
exp y= el T x) (ar) 
. exp| — lH eÉ wr Hwt) 
r] ES 
十 ey 
1 一 上 =0 
=a PIY el) 


. iM 2j [ACo* 十 Y") ,ACp 425] 
=O; so Pl 2C| a|? +] 81^] 
pe 2A EN, (5. 32) 


式 中 


py = 2 xn lt]. y et (5. 33) 
Jt 1+] r]? o . 


可 见 在 玻 色 表示 下 的 自 旋 相 干 态 Wigner 函数 是 一 个 双 变 数 厄 米 
特 多 项 式 , 其 阶 数 为 27。 


5.4 目 诈 相干 态 的 Wigner 胃 数 的 边缘 分 布 


根据 (4. 66) 式 ,可 得 


| goWoy,p) 一 T | <% | " |lof, 
(5. 34) 
[d yw. o = | «| | > |". 
7-P 


Hi y=a+-f" o—a—p* 十 区 以 及 (5. 23) 式 和 (5. 34) 
T 


式 , 得 到 
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2 d. [eg u 2 2 
Ja oW CY.) = Enn pexpL—(| |? +] e|] 


yt pt) Ly 
+ Hy; 24 07082 Y —£ E ! 
[4 


Jt 
_ Y'TtYY | 2 
一 «X 'exp(— | y^) CC D Bs 2 VT | , 
(5. 35) 
式 中 
C(t) 二 
G +I ri Y Vv (27)1 
类 似 又 可 得 


[d wor = xexp(—| p |?) 


Cp Bs (SF) e 


(5. 36) 
可 见 在 Schwinger 玻 色 表示 下 的 原子 相干 态 的 Wigner 函数 的 边 
绿 分 布 分 别 是 空间 与 p 空间 中 的 单 模 2; PKS MR, 
(5. 3503€ 53 C5. 36) 式 也 可 以 看 作 是 新 的 积分 公式 。 
又 从 目 旋 相干 态 的 内 积 
CT | D = AH r [DFA r 2070-7707, (5. 37) 
以 及 纠缠 从 | 多 的 完备 性 关系 和 (5. 25) 式 ,可 以 导出 
« [o2 | Eer Loto 
ee Os | dt 
OMAH rl +r P») x 
,rss [ETE Cc 
* exp( — € onus 2 /7 )H;, ( 2 Vt )， 
对 照 (5. 37) 式 可 见 
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d Etr Strg 
| eec roni 57 7 m Cz) 
一 (21)1(1 HT DF (c^r)7, (5. 38) 
可 以 从 上 式 看 出 原子 相 于 态 的 广义 Bargmann ZA FR BS JE eR 
正 交 关 系 。 特 别 当 在 (5. 38) 式 中 取 一 r 时 ,有 
2 CEU 
| £e £10 Has (PSE) 


r |^ 


(200-4 7159 =l 


(5. 39) 


55 原子 相干 态 作为 而 合 振子 的 本 征 态 "” 


两 个 看 合 振子 的 哈密 顿 量 是 
H = (a a-d-wb' b4-A(a! b--b' a), (5. 40) 
以 前 Louisell Æ «x =w: 时 解 此 演化 间 题 采用 相干 态 表 象 ,结论 
是 如 果 在 初始 时 刻 处 于 谐振 子 的 双 模 相干 态 , 那 么 在 t 时 刻 它 仍 
处 于 间 类 的 相干 态 。 但 是 文献 L3] 中 没有 求 当 ow 了 关 ws BY HAA 
征 态 。 这 里 来 用 纠 绽 态 表象 进行 讨论 。 
设 有 确定 目 旋 值 的 原子 相干 态 | 疏 是 互 的 本 征 态 ， 
H|Do-—E!nv, (5. 41) 
利用 (5. 12) 式 ,得 
(E| Ca! +b) = aM (El Catb) = CE |, (5. 42) 


seb |= 《5 | as 
BY AGE (CBE FE 


元 -| 一 人 | 0。 (5. 43) 


d 


a> gp oa 


a 
ae’ 

9 t x d 
b "Ie b C 


at 
ja ARR SIC LS AR FF AACS. 12) 式 ,得 
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(C| Hi o= Le (£- 357) ge ^ (€ 5p) 553 
etae CRT im iB)]* T? o 


(5. 45) 
上 式 右边 代入 (5. 25) 式 ,并 用 (5. 24) 式 ,又 得 


(C | H | venere d. pap ag a) 


247 2Vr 

式 中 

y= amis 

2 Jr 
B = w +a, ++i, (5. 47) 
CG,j = ————EÉ su, 
(1 十 | c |^» / (25! 

FAK Fr HUBS S EXE . 


24H, OO — 2nH, CO = H',OD, (5. 48) 
可 以 把 (5. 45) 式 整理 为 


Cl HL o 2C. p (aT tant e ¢ 4 


2/c — 24r 
+f" Ave = Bx) H5; OD +B; Hz OD | 
ce DER, 0 , (5. 49) 
由 于 
d 
js O0 = YH GO. (5. 50) 


PA AS FIBER AE ! 式 之 间 是 相互 正 交 的 ,所 以 (5. 49) 式 中 
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Jr , Avr l 


JT 
27 ole’ 2 AK 


A 
E | w "z 
(5. 51) 
SERN CURIE ROLE ESk, AS. 49) 式 又 看 出 
Bj Hz; QO = EH; Q). (5. 52) 
从 (5. 51) 中 两 个 小 括号 中 的 系数 分 别 为 零 所 导致 的 自 洽 性 要 求 
tw —w,) J-À(1— £0) = 0, (5. 53) 
其 解 为 


— / EN 2 2 
— (wi w ) + a Wh ) + 4A . (5. 54) 


rt, 一 
所 以 从 (5. 47) 式 与 (5. 52) 式 可 知 本 征 能 量 是 
E= Bj = c 十 w HEHA, \j 


= (ay ta, + y (a, — a) + Aj, (5. 55) 
相应 的 本 征 态 是 | 5 》, 它 们 可 以 按 7 值 来 分 类 。 例 如 , 当 w= 


o, =O SCS. 54) RH rt 一 士 ],E 一 21(o 士 )。 进 一 步 取 ) 一 也， 
KAS. DAA H 的 本 征 态 是 
lt.) >] l4) = zH 1) (| 0» 十 | 0> (| 1), C5. 56) 


可 以 验证 


H|1,> = (+A) ri 1,0» +| 0,1»), 


5 
耦合 振子 的 本 征 态 可 以 按 自 旋 相干 态 来 分 类 是 一 个 值得 关注 的 问 
题 。 
作为 (5. 25) 式 的 第 二 个 应 用 , 求 以 下 哈密 顿 量 
H = DJ_+D*J.i4+CJ, (5.57) 
的 本 征 态 及 本 征 能 量 。 设 其 本 征 态 是 自 旋 相干 态 |7》 ,能 量 本 征 值 
为 上 , 则 在 纠缠 态 表象 | 中 中 可 建立 方程 
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(CJ H|m>=ES| o>. (5. 58) 
和 根据 (5. 25) 式 可 知 
(6| o> = ~ H (Xx), 
| o x 
eru 5.59) 
X 一 2 Jz (5. 


|I. bl a'b = (EzE) |. 
E (5. 59) 式 把 (5. 58) 左 边 写 为 
EI HI o= El [DOr et +D J+ j] | 0» 
= (25D —;CX«£1| o» 4- (D'— € D+ Cr) 
* CC | J«| T)? 
= | 2jrD — jC + CD'— D + Co 


„ g 
(673215 JOE (5, 60) 
从 (5. 59) 式 可 以 看 出 
9 rd 
gt  2dy 


以 及 
(6) H| > =| 2jrD C+4D 2D +r) 


. (cr fed yea ee T)? 


=E<¢E| v», (5. 61) 
X h- T 220 Aj Hy.) ,并 考虑 到 不 同 阶 的 厄 米 特 多 项 式 是 


相互 正 交 的 ,要 使 (5. 58) 式 成 立 ,必须 要 求 
D*— DCr = 0, (5. 62) 


由 此 导出 
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* JC? 41D |? 
Cx Coni Di (5. 63) 


能 量 本 征 值 是 
E = 2;Dr,— jC =4+) /C* 4- 4 DI’, (5.64) 
Amire E H RATES. 


5.6 Pauli 自 旋 算 符 的 粒子 数 态 投影 算 符 实现 


除了 用 双 模 玻 色 子 算 符 来 实现 角 动 量 算 符 及 其 SUCOTUR 
关系 外 ,还 可 以 用 单 模 玻 色 子 Fock 空间 中 的 粒子 态 所 组 成 的 投 
影 算 符 来 实现 Pauli 自 旋 算 符 ,它们 是 


0 0 : 
s = | )-- 一 = Y 1290QGn411, 
] O n=O 


| (5. 65) 

= | Jen > | 2n+1><2n |, 

Q 0 n=0 
o= [06,,0.] = >(| 2n- DX2n +1 |—| 2n><2n |) 
n= Q0 
inf 一 IN 
— sin? FN — cog? EN -cosrN —— € EET DM 
2 2 2 

(5. 66) 


此 表示 式 早 在 1978 年 即 由 Shigefumi Naka H, AA 
推导 如 下 : 设 cx 能 用 单 模 玻 色 算 符 表 示 为 
o_= f(N)a, 0,— a! f(N), N=a'a, (5. 67) 
A(N) 待 定 。 则 由 [aya' J=1& 
f(N)a =af(N—1), a FCN) = f(N—1)a' (5.68) 
Ay Al 
o o= (N+1)f°(N), 4 o@=a' f? (Na = Nf? (N—1). 
(5. 69) 
把 (5. 67) 式 代 人 反对 易 关 系 : 
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(O, 0} = Í, 
得 到 
(N-Df^*OND--ENFf*(ON—D- IH, 
由 于 N 的 本 征 什 是 0,1,2,…, 上 式 的 解 为 
(NAD ECN) = cos” — aN ,L = 1,2," 
这 是 由 于 
cos? TN + eos” TU LP — [, 
由 此 给 出 
i TN PUN 
COS 9 COS EN 
FIN) = $ G_ == Ao 
JVN+] VN+1]1 
4 /一 2, 由 完备 性 关系 >, | ron |= 1, 得 到 
n==0 
cos? a= 5 1 1 + cosnN) 
= =) + cosan) | n»n | 
n=0 
= 5 | 2n><2n P 
n--Ü 
天 用 《nia 二 Vn 十 1《n 十 1| ,就 得 到 (5. 65) 式 。 
AF, 24 1—1 时 ,有 
cos = 一 > cos | mn |= $c 1)" | 2n><2n |; 
nz: 


i34 1—2k--1 时 ,有 


cos! E Y cp | 20n. > | 2n' > C2n’ | 


n-—ÓO n =0 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


(5. 


70) 


71) 


72) 


. 13) 


(4) 


(5) 


76) 
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= S)(—1)" | 2n) 2n |, (5.77) 
这 时 
o = X, (= D" | 2270 Qn4 1|, 
~ (5. 78) 
Oy 一 > (— 1)" | 2n-+ 1><2n |, 
n=O 
ifie. 536 C— D"**, d IWOP 技术 可 知 
8; 一 一 : exp(— 2a a) :。 (5. 79) 


用 Pauli 上 自 旋 算 符 的 玻 色 子 表 示 可 以 建立 相应 的 自 旋 相 干 态 。 用 

分 解 公 式 

exp(£o, — £'o.) = exp(rto,; )explo.ln(1+| r |?) iexp(— r*o_), 
(5. 80) 


式 中 b= Set r=e tan 2. 用 (5. 80) 式 可 得 到 


exp(£o,— €*o_) | 2n» — (1 +] r |*)exp(re,) | 2n) 
= (14H rd 227 +r | 2n 4-1») 
=| T), (5, 81) 
IE 满足 本 征 矢 方 程 : 
(a. cr*o,)|D,-—r| On. (5. 82) 


对 照 (5. 6) 式 ,可 见 |r>, E EUER I=. 


用 Pauli 自 旋 算 符 的 玻 色 子 表 示 也 可 以 研究 一 些 光 场 量子 态 
的 行为 ,例如 用 于 研究 Bell 不 等 式 对 于 双 模 压缩 态 ( 是 一 种 连续 
变量 纠缠 态 ) 是 否 违背 的 问题 。 只 要 在 Bell 自 旋 算 符 
09, = 0,cos4, + (o,. +0), )sin§, , 
O92 = 0;,COSO, + (05. + 62, )sin O, 
中 代入 两 个 Paul 目 旋 算 符 的 玻 色 子 表 示 , 再 计算 在 双 模 压缩 态 
中 的 期 望 值 : 
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《 双 模 压缩 态 | Og] (<) ap | 双 模 压缩 态 ， = E(0,,0,), 
就 可 以 讨论 Bell 不 等 式 的 违背 程度 了 。 这 个 计算 可 供 有 兴趣 的 
读者 练习 。 

对 于 两 个 目 旋 算 符 ,可 以 证 明 存在 如 下 的 SUCOTURC , 
| O_o 10,407, | =— 2 X AGIC + 62,0, — 1), 
[01.05 , (091,01. + 05,05. —1) | = 201.0, (5. 83) 


| 914.02. , (01.61. 十 024.05 na 1) | — 20,405. ? 


式 中 

0,0, 二 mm —1— iG. GI-IG e. (5.84) 
所 以 导致 以 下 的 分 解 : 
expC fdin — £'ai ay ) =exp(roit o )exp| + (or, ® I+] 


69 62, In( 1+] c 2) lexp(— T*0 Gy ), 


(5. 85) 
由 玻 色 表示 (5. 65) 式 得 
exp(&0,,05, — E*o,_0,_) | 0,05 
] 
-| 0,0) 十 rzr|11,1) 三 | ro, (5.86) 
可 证 明 它 满足 方程 
(01.0; +7 61402) | Oo — t| 0», (5. 87) 


A 
l l 
oo +r g OIH O) | D = | 0), 
(5. 88) 
(注意 了 (01:@I+ Qoa) | LD=> | 1,1)。) 这 说 明 | DR jl 
的 SU(2) 相 干 态 。 进 而 可 证 
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exp(£0,,05, — £'a, 0, ) | ] ,0> 一 | 1,05, 
exp(£0,,05, 一 和 0 0, ) | 0,1? 一 | 0,15, 


exp(€01402, 一 和 OO 2 | 1,1? 


一 exp(rortox ( 11 r|? | 1,1) -——— | 0,0) 


SEE 
ji 
=———=—— (| ],]> — r*| 0,0>), (5. 89) 
J1+| 7 |? 
5) xh 


. 试用 有 序 算 符 内 积分 技术 证 明 (5. 30 X, 
. 3K exp. )exp(o]_ ) 的 正规 乘积 展开 式 。 
. 求 exp(AJ —A* J OBI ÍE HG BURJT 5E; Weyl 编 序 。 
. RAK IDKG. DRAKKAR A PCT RES B E19 77 TR JI 
9. BC BH T ERG UR T ERI DO SS OL ER Ek ES] [81 BD 
H = a (Daata Gb! b--A(D(al bb a), 
REI (2) > PCO PEA TARR AR SK BE T9 77 FEY BF 
6. 用 自 旋 相干 态 在 纠缠 态 表象 中 的 波 函 数 重 解 第 5 题 。 


mB GC D2 rm 


第 六 章 
诱导 纠缠 态 及 其 在 汉 克 尔 变 换 中 的 应 


用 让 [82] 


众所周知 , 傅 里 叶 变换 相应 于 量子 力学 中 的 坐标 -动量 表象 变 
换 , 那 么 汉 克 尔 变换 对 应 什么 表象 之 间 的 变换 呢 ? 本 章 旨 在 从 
EPR 纠缠 态 导 出 新 的 纠缠 态 , 并 用 量子 力学 的 表象 变换 实现 汉 殉 
尔 变换 ,使 得 贝 塞 尔 方程 可 用 算 符 代数 解 之 。 


6.1 两 类 诱导 纠缠 态 


从 EPR 纠缠 态 | 人 ,可 以 导出 另 一 类 纠缠 态 


on =x" dé | ene. o (6. 1) 
把 算 符 
Q = af a) — a; a (6. 2) 
作用 于 (2. DÄ: 
Q! p= ai +7*al) | y —|m| (elai +e al) | 0» 
. g 
——i291p» (6. 3) 
EUR 
Q | qr = +f dg do(—i 5 a | a= re" Je” - ale. 
(6. 4) 


Xf C6. 1) 式 实行 d0 AY BAS. FF AA EE OK fr Ze P XA BY BE PHBL ZA 
(3. 128) ,得 到 
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socdes- pas coena 


myn=0 in! 


© Han (ins —in* de® | 0,0) 


= + exp(—5)[" VDJ (— 1y A H, (r ,7) 


m,n-—Q0 


* ei ) | mn? 


rye 1 
-一 — 一 一 (— 1)” — H aC , ) , > » 
ep(— 5) app eom intem 
(6. 5) 


从 Schmidt FRR RA | qo ro dE — PUES. qr te e 
为 一 个 本 征 值 方程 ; 


(ay 一 az (ai 一 az) | qor) =r | q,r). (6. 6) 
"Q, (ci 一 af (af —a)] = 0., (6. 7) 

由 | 站 的 完备 正 交 性 ,不 难 证 明 |g,r) 的 完备 正 交 性 ， 
> | ar | gsr gsr j=l, (6. 8) 


q-—o 


cgr lg r = A mr’) = 6,4 ter =r’). (6. 9) 
为 一 方面 ,由 (2. 139) SAA ANA | OAS AT LAS ARS : 


x] "dg | f= rene =| sr, (6, 10) 
用 Q@ 算 符 作 用 于 | 外 ,得 
QIO =i D. (6. 11) 
因此 ， 
Qlsr> 一 5|sr)》。 (6. 12) 
由 


Q, Cal +a) Ca +a; ) | -一 Q, (6. 13) 
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可 知 sor > 也 满足 本 征 值 方程 
(aj 十 az)(al 十 az ) | sr» =r? | Sor > (6. 14) 
对 (6. 10) 式 实行 dp 的 积分 ,得 到 |s,r ALTA: 


a ] [^ r? + x+ | E 
| Sof >= x A dem sr --C ade — 15 — a, Q2 | 0.0» 


or? < a; "05 Í * Nos 


) ] / / 
= exp{— 一- Her er) | nt sym, 
J 2 p» VICESSIPI i | 
(6. 15) 
Hf Ul | s.r > 也 是 个 纠缠 态 ,其 完备 性 与 正 交 性 是 
| dr | sr sr |= 1. (6. 16) 
0 
Gyr | sur) = 8 5986 = r). (6.17) 


统称 1s,r > Blas OW EPR 纠缠 态 的 诱导 纠缠 态 。 下 节 中 将 给 出 
其 物理 应 用 。 


6.2 《s,r 19,7 作 为 汉 殉 尔 变换 的 积分 核 


利用 < 引信 的 内 积 值 (2. 140) 式 ,可 以 计算 矩阵 元 : 
27 | | on | | 
(or | gr 一 al deel’? (OE = r'e? | | dd | y= re ye” 


/fig iy 
L'e dg dperexp| r(e e "|. 


8^ 2 
(6. 18) 
利用 m Bip 01 SEAR PS 
(— 1)” x m-F2k 
Int) = P git i$) (6. 19) 


的 母 函 数 公式 : 


PRE RSP LY BAS Re ETL FER ER P AY JF 147 


eisint 一 = XL Cr)e" , (6. 20) 
得 到 
(sr | gq,7)= L| | ee’ exp! irr’ sin(0— o) ]dóde 


— -i| | el? e148 MN J, (rr )exp| im (0 — p) | 


B 3 5 GOs J (rr) m Ong Gr. (6. Z1) 


在 光学 变换 中 ,用 贝 塞 尔 函 数 本 作为 变换 核 的 积分 称 为 汉 克 尔 变 
换 , 于 是 可 知 , 相 对 于 | 这 样 一 个 复 傅 里 叶 变 换 而 言 ,其 诱导 纠 
缠 态 的 内 积 《s,r |q,r) 是 一 个 汉 克 尔 变换 的 核 。 用 完备 性 关系 
(6. 8) 式 与 (6. 16) 式 ,可 以 具体 写 出 这 种 变换 。 记 

qr | g) -—g(q.n.Gr | g) Gir), (6. 22) 
则 有 


TAA 


sr = Csr | g) = ` | dcr | gr qr | g> 


qa 


_ L| drJ.orDgG.n —JTg(G.], — (6.23 


可 以 看 到 Hs. PW g(s, 站 的 汉 克 尔 变换 。 在 量子 力学 框架 内 
可 将 傅 里 叶 变 换 看 作 是 坐标 表象 | z?> 与 动量 表象 | pCR SR. 
(pb 为 变换 核 ， 

P B dr | x(x | p) = z. dz | xe", (6, 24) 
由 此 找到 了 数学 中 的 汉 克 尔 变 换 在 量子 力学 中 的 对 应 , 即 诱导 纠 
缠 态 |qg,r) 与 |s,r > 之 间 的 变换 。(6. 23) 式 的 逆 变 换 是 


On 


Cor | = > | ar’? <ayr | sor DLsor | g? 


$= G 


pa 


| dr rD gar) Li le (gsr) |. (6. 25) 
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例如 双 模 粒子 数 态 |n,n) 与 《<q,r| 及 Cs,r | 的 内 积 是 
(qr | n,n? — 04,9 (一 1)” T exp[ — 5 ) Haw rr), 


2 
I (6. 26) 
Csr | nsn) = 6, gep 5 ) Hes oro. 
则 从 (6. 23) CAS BE ER <a. rin, Mo A FER ERE 
i x (— b de’ Jo(rr' exp(— 5 )H. Gn 
/2 
=exp(— 5 )H,. G^ «r^. (6. 27) 


6.3 WES AIDE) EJ. PREFER OU SE RAEBR 
的 右 干 性 质 


上 节 中 重要 关系 (sr lar -39.J. (rr 2x8 Bf EA B DJ SEK BR 
数 的 性 质 加 以 验证 。 由 


2m 
(a, tat) | sro — d-| del (o r'etr'et* = r dsl» 


ON 0 
(6. 28) 
以 及 
(al +a) | sr =r |Is4d- 1,75. (6. 29) 
far car) lar=riq—l,n, (6. 30) 
(al —a))|q,r^—riqgq-4 l7, 
可 以 导出 
(sor | Cay taz (al —az) | qr = arro rr’), 
(6. 31) 


把 (6. 6) 式 与 (6. 31) 式 合并 得 
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Cser | (aja? — aa) | gr = tach (rr ) — (a+ DJ.Gr)], 
(6, 32) 
另 一 方面 ,从 (6. 29) 式 及 (6. 30) 式 又 得 
Csor | (af 十 aa)(al 一 ao ) | qar) = arb ada Gr), 
(6, 33) 
(6. 31) 式 加 上 (6. 33) 式 ,导致 


(sr | ata, 一 wa) | q,r) = 5r ra LJ rr’) Ear). 


(6. 34) 
又 由 (6. 6) 式 看 出 
Gr | 2(ar ai — az az) | qor) = sÓ, Gor, (6.35) 
由 此 浮 出 


sJ,(rr’) = srr Gr) tJoaGr’)]. (6.36) 


xx IE RF Fe 01 FE OK PRA E EAR AS. 
将 (6. 31) 式 减 去 (6. 33) 式 ,得 
Csr | 2(aj a? 一 aas +1) | qr 


=F igi rr) ar], (6. 37) 
式 中 左边 的 算 符 与 双 模 压缩 算 符 
SQ) = explà lai a]. 一 ac 十 1] =| “7 np=e 
(6. 38) 


有 关 。 由 于 SA) Ip DSA [b lub BA 


S(A) | qr? =| qs SA) | ssr =} sur >, (5.39) 


因此 (6. 37) 式 的 左边 
G,r | 2(aras — ara: +1) | gar 
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—2s.r E Ss) | qi?) 


—2,.r E i| q» _ 
E 
ib S 
一 人 rr E (rr ), (6. 40) 


比较 (6. 400 5X 53 (6. 37) 式 的 右边 ,得 到 
Fen) Jar] =n] r) (6.41) 
XEN ERRAR A — PE I 
Iie) = La G) — ba G0] (6. 42) 


AMS. Wis > 与 |g,r> 的 上 升 . 下 降 性 质 与 汉 克 尔 变 换 中 中 
塞 尔 函 数 的 性 质 符 合 得 很 好 。 从 (6. 23) 式 与 (6. 39) 式 可 看 到 汉 克 
尔 变 换 具有 以 下 的 标 度 变换 性 ， 


H| glssur) j= l| d'V.GrOgGun) 
T NN der | qor? Sq yr | g? 


一 M | dr, | SA) | q@erd<qur | g> 


qa 
/ / 
— 72g, L— = Als, Ly. (6. 43) 
| B= P 


综 上 所 述 , 可 以 用 量子 力学 的 纠缠 态 来 研究 汉 克 尔 变 换 , 这 样 就 进 
一 步 把 光学 中 的 成 像 变 换 与 量子 力学 的 夺 干 内 容 相 联系 。 类 似 这 
样 的 联系 在 以 往 的 文献 中 也 能 见 到 ,例如 将 光学 的 Wigner 变换 
与 量子 力学 Wigner 申 数 相 联系 。 在 第 八 章 中 还 将 讨论 分 数 汉 克 
尔 变 换 在 量子 力学 中 的 体现 。 
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6.4 贝 寨 尔 方程 作为 量 于 力学 中 确定 算 符 的 恒 
夺 式 在 纠缠 态 表象 中 的 个 阵 元 


贝 窜 尔 方 程 和 贝 塞 尔 晃 数 在 解 物 理学 问题 和 解 工 程 学 问题 中 
经 常 被 采用 ,尤其 是 当 把 阎 尔 姆 霍 兹 方程 在 柱 坐 标 或 极 坐 标 中 展 
开 时 ,相应 的 径 同 方程 就 是 贝 塞 尔 方 程 。 为 一 方面 ,许多 常用 的 积 
分 也 与 贝 蹇 尔 蝎 数 有 关 。 更 重要 的 是 , 贝 塞 尔 函 数 是 傅 里 叶 - 贝 塞 
尔 变换 的 积分 核 ( 也 被 称 为 汉 死 尔 变换 )。 本 节 将 证 明 可 以 把 贝 塞 
尔 方 程 看 作 一 个 确定 的 算 符 恒等式 (6. 45) 在 纠缠 态 表象 中 的 矩阵 
元 ,这 梓 就 提供 了 贝 蹇 尔 方程 的 量子 力学 表示 ,并 能 用 谐振 子 算 符 
代数 解 之 。 


MERN SE OR 7; fed 
2 
zt! EG $2 GO + a — La) = 0。 (6.44) 
算 符 恒等式 是 
(al az —a1a5 4- 1)? 4- Ca! 十 oa)(al tal (a, — aj (al 一 ay) 
— (al a, — as» a)’. (6. 45) 


(6. 45) 式 的 证 明 如 下 :由 于 
(ai tar ar —a;) — (a, +az)(a; —a? ) = 2(al aj 一 aas +1), 
(a, +a: )(aj. — as) +a! -F as) (a1 — ad ) = 2(ai a1 — ai az), 
(6. 46) 
以 及 
[lai 十 az ), lai 4-a32] 20, [l(a — ad). (af —a.)] = 0, 
[Cai 十 az ), Car — ay) | = 0， [ Cai + a3). Cai — az) | = (0, 


T Tol fA EE. 2 
(6, 45) 式 的 左边 一 | St Pas Sar an) — fay “Fae Yar as 2) 
+ (al 十 az )(a 十 ad ) (a1 —a2 )(ai 一 az ) 


E 十 ay ) (ai —a5)-- (ai 二 a2) (a — az 2] 
2 


— 
— 
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一 (al al 一 az a2)’, (6. 47) 
利用 (6. 6) 式 与 (6. 14) 式 可 知 〈 以 下 记 人 sr | 态 为 (s,r D, 
(v,1 | Cai 4- a3) (a1 +a; 2 (a1 — a; 9 (aj — az) | vx? 
=x (v, 1 | vz}, 
[0,1 |= 6 = v,r =1], (6. 48) 
(v, 1 | (a! ai — az az)? | v, = YO,1 | vr). (6. 49) 
由 双 模 压缩 算 符 的 性 质 : 


2 
S(A)= expl Alai a; —a41a5 2-12] = | x | PRAS, | 


2 
PEPATI 
可 知 
SCA) | Ger? = | qe» S(A) | sor ) = | sur), 


S(A) | VT? = | ek S(A) | Y, l) = | V.H). 
由 此 了 导出 


(ai az — aiaz +1)? | vx) 


Came aj — aiaz 十 1)] [izo | v. 


2. $00 | va) lias = ,lly 


= 
=a jn) 
=| Ge?» ut xe Fez 

=(2’ ERE SI (6. 50) 
结合 (6. 50) 式 和 (6. 45) 式 以 及 (6. 48) 式 和 (6. 49) 式 ,得 到 


2 
[a atr EH L on | Vr) 一 0。 (6.51) 


A 


A=0 
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所 以 矩阵 元 (vy,11v,z) 恰 为 贝 塞 尔 方 程 的 解 , 这 与 (6. 21) 式 一 致 。 
把 (6. 45) 式 夹 在 Qy,1| 态 与 iv,x) 态 之 间 就 是 (6, 51) 式 ,所 以 也 可 
直接 用 量子 力学 的 表象 理论 来 引进 贝 塞 尔 方程 。 这 正如 也 可 以 由 
谐振 子 哈密 顿 量 的 矩阵 元 


x | 30! +X") | n» = (nd 3 )« |n? 


来 建立 厄 米 特 方程 一 样 , 这 里 《zlz exp ( — 5 ) GO. H, Go 


征 厄 米 特 多 项 式 。 贝 蹇 尔 方程 的 算 符 恒等式 与 纠缠 态 表 象 导 出 方 
法 指出 了 存在 一 组 高 阶 微分 方程 也 具有 贝 寨 尔 消 数 为 其 解 的 新 思 
路 , 见 Fan Hongyi and Wang Yong TE Commun. Theor. Phys 上 
将 发 表 的 文章 。 
在 下 例 中 将 用 到 关系 式 ， 
| Cai 41 一 QiQs + )»* — (qj ay 一 dz às). | | VT? 


一 (一 ay 十 ay )(Cai a; Cay — d; ) (Car 一 Co ) | VT?) 


=— r° (ai +a) Cay 十 az ) | VI). (6. 52) 
作为 应 用 ,以 下 求 
l d 


的 汉 克 尔 变 换 。 这 类 变换 常用 于 解 拉 普 拉 斯 方程 (如 热传导 方程 
等 ) , 即 求 

| KOJ G'r)rdr, 
XL AS B 82; Ji H] ERRARE TEE ONE ES EAT or BB RP L 


作 量 较 大 。 现 在 改 用 (6. 52) 式 ,可 以 立即 得 到 结果 。 注 意 到 
d l d 


— (ai +a)(a,+az) | v, a2 = (o $5) Vr), 
用 (6. 16) 式 ,上 式 左 边 等 于 


(6.54) RAW —— ICA J- a3) Ca; 十 cz ) 2; | dz 
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| sox s. | VL? 


-—— L| dila a^ | wa (6. 55) 
把 这 看 作 是 函数 一 + :|yv,x ) 的 汉 克 尔 变 换 , 则 其 道 变 换 是 
l(^,5.(d ld v TENE / 
L| a(t 55 vend Gar = r*lwr)?, 


(6. 56) 
这 样 就 避免 了 较 繁复 的 分 部 积分 。 
以 上 讨论 引致 对 纠缠 态 iv,x> 的 一 些 新 的 认识 , 即 可 以 通过 建 
立 贝 窗 尔 方程 将 其 两 个 相互 独立 的 量子 数 v 与 x 联系 起 来 。 
注意 :如 采用 分 部 积分 解 , 则 须 假定 在 分 部 积分 的 每 一 步骤 在 
r—0 5 c= COM TAR NS 


| (gs 全 - ) | oz》 (rr)dr 
=- 一 | a LADA az) +4 | vaJ (a'z) |da 
=| ala) 十 Y y Gr) — (rr) | | v, XxXdr,， 
0 r x 
(6.57) 


式 中 Vr’) =a Ssh G^. Fi 91 SE OR Ty FB CO. 44) 式 得 


(6.56) RAW =" | vr], (x r)rdr =— x” | vz), 


6.5 WS ABUS SUV HIE TE 2 FE (ABCD) fr 
质 中 传播 


在 第 二 章 3. 5 节 中 曾 从 三 参数 双 模 压缩 算 符 的 相干 态 表 象 导 
出 广义 菲 涅 耳 变 换 的 核 ( 即 (3. 920 5330 


| | : | bu 
(6 | UG) | P= xgexpogLA | 7? +D Io i Gee gr]. 
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A | 
C D 
式 中 《cl 也 是 EPR 纠缠 态 ,属于 《| 系列 。 
(O89 qo metuo io] e" XE REG. 92) 两 边 乘 以 两 个 相 因子 
emi ,并 进行 如 下 积分 ， 
i 


Cam dedée*ts =] o| & UG | n=} 7) eoe 


| 


Saal dodg exp iq’9 — igp)exp| SECA by 4Dio}? 
-2|m|le[eosce—0]), (6, 58) 
| FH OU SEAS ERI] SE PRL Z X, (6. 200 ,可 得 


erm! -5 J» (rye, 
则 (6. 58) 式 等 于 


f weirio 5 1 (~ Lee) 
expl im( 5 + €— 6) |exp| zg In 2-DIo ^| 


] 一 ， / 
= oR: 之 Jn (~ El) ing — m)9(m — q) 


. exp| 去 (A |i +D]|o 5| 


aT gly (HH see [ (A Lo FD 1019], 


(6, 59) 
Alal =r, |n] —r.Wi ERIA 


(q.r | UCG) | qor) = -! (- T aure zi Cr! + Dr’) | 


(6, 60) 
显然 , 它 可 以 应 用 于 光线 在 (ABCD) 介 奈 中 传播 的 研究 。 
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由 (6. 60) 式 、(3,92) 式 以 及 U(G) 的 成 群 规则 ,可 以 进一步 计 


算 
(q.r | UGG UG | q,r? 
—(q.r | UG) ` | ar” | gsr ><q or | UCG) | q,r? 
rf a ge da) 
0 21B 21B’ b r* B 
。 exp gg (A^ + Dir?) 十 zpr 十 Dr | 
~gr |U(G) | ard 
NN 1° l fh 9 y "H9 o rr” 
=z exp gg A'r +D \I,(— Br). (6. 61) 
由 


A” B” A’ B'\/A B 
C^ VILI MM p) 

及 (6.61) 式 ,可 看 出 关系 : 
B'r”? 


| “ar, (— Fr ug exe ( 7) 


exp — (op 十 + qr) I" (- p | , (6. 62) 

FY LT” X X ve RAE BR BRE TE RAN] n] ELTE DR T EEH RJRE 
乘法 规则 与 诱导 纠缠 态 表 象 理论 。 

以 下 两 草 将 要 着 重 讨论 复 分 数 傅 里 叶 变 换 与 相应 的 分 数 汉 砚 
尔 变 换 , 和 它们 是 G 取 一 些 特殊 矩阵 情况 下 的 广义 非 涅 耳 算 符 在 纠 
He SFR IPA AEM 

Zk LAA AS eS RAR TORR ,并 用 有 序 算 符 内 的 
积分 扩 术 ,了 驶 可 以 用 量 于 光学 的 变换 论 来 重新 审视 傅 里 时 光学 ,从 
而 得 到 一 些 新 的 结果 。 
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J & 


L SRR PAR qr | SCA) | m. r0 EXC ER GR, SO) | m,n) BR AY 


Té. 
2. 求证 贝 塞 尔 陋 数 的 一 个 关于 双 变 数 尼 米 特 多 项 式 的 展开 式 : 


1 / r l 
Our ) = Ô, exp ex ( — IDE PE 
: 人 ep 人 a nl V iL ln to 
H, usu nD Hrs r TA "), 
3， 试 从 双 变 数 的 传统 傅 里 叶 变 换 出 发 : 
F(k) = al fete, 


` — 1 一 起 Fr > 
fü) = | Fide d'k. 


^ r-—G.O k= k.o ,并 把 fOr OF FG «2T ftiit 208. 
fir.9) = » fie", 


Fk.) = >) FEDE, 
HEHE: 
Bik) = | rdr f, GO], Cer). 
f(r) = | kdkF, rJ, (kr), 
0 


4. 试用 量子 力学 的 方法 证 明 上 题 ， 
5. 求证 Parseval KA: 
| F.G. OO kdi ~ | fr) g(r) rdz. 


RP (8) 与 G.(8) 分 别 是 /与 g Wy 阶 汉 克 尔 变换 ， 


第 七 章 
BOSONS SRR 


7.1 用 IWOP 技术 研究 分 数 伟 里 叶 变 换 


竺 :过 本 射 光 党 的 人 都 知道 ,衍射 孔 的 夫 基 和 费 衍 射 和 健 里 时 
变换 (FFT) 相 对 应 , TAT EE TT TL BY Fe BH A Be Tit DX Te EE 
ELT 81269921 fli "CL LR SE 7B PBR) ARR, XOXXUH IP X 
音 人 研究 菲 涅 耳 衍 射 与 分 数 傅 里 时 变换 (Fractional Fourier Trans 
form) 的 天 系 , 指 出 可 将 观察 平面 上 的 菲 涅 耳 衡 射 分 布 看 作 是 孔 
径 平 面 上 的 光 分 布 的 东 种 分 数 傅 里 时 变换 。 人 们 发 现 , 也 可 用 透 
简 系 统 及 梯度 渐变 介质 (Graded Index Media) 来 实现 分 数 健 里 叶 
变换 。 7 AE BE He TWOP 技术 研究 一 维和 二 维 分 数 傅 里 叶 变 
换 , 使 量子 力学 与 信息 光学 的 研究 相互 渗透 上 

首先 考察 一 维 分 数 傅 里 时 变换 ,其 定义 是 将 实力 数 g(x) 通 过 
FARRA GO): 


(mt 
lexp[—i( 2 —«)] . 
(Yl 2 | iG + p) p 
Fol g(a) |= 2TsIna |e _ xp tana sina I (adr 


= G(p), (7. 1) 
TU a 称 为 变换 的 阶 。 
为 了 把 上 式 与 量子 力学 的 表象 变换 联系 起 来 。 将 (7. 1) 式 中 


的 积分 核 左边 乘 上 | dp | p》, 右边 乘 上 | deo | .然后 用 
(1.15) 式 (1.16) 式 和 (1.17) 式 及 TWOP 技术 积分 ,得 
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[Paa 


I] drdp | prexp( tik rp EP c | 


2tane sino 


a Lr T 


2 2tana X 2tana 


一 (VTD) || dedpexp(— 4 -b 十 iV2pa + 


— UP 一 瑟 十 VZza 一 要 十 qi a) : 


sina 


N [ge | drdpexp|— =P +iv2p) a’ — sina(1 un 
l . 
4 s 1- Ti 上 d ‘a 


^ Lx : exp (ie ^ — Da ' a]: 
T 一 -{ K t 
= Varisinae wexp| i( 5 —e)a'a |, (7. 2) 
| dr]p&|-1, | del pxpli-1. 
可 以 看 出 
"A 
exp| ERD — ze | V 2nisinae Cp | exp] i (5 > ~a)a’a || r2. 


Ztana sina 


(7. 3) 
所 以 从 量子 力学 的 表象 变换 来 看 ,分 数 健 氏 变换 的 积分 核 是 


exp) i( 2 一 a)a'a | 在 坐标 表象 1x) 与 动量 表象 (p| 之 间 的 转换 算 


阵 元 。 利 用 这 一 点 很 容易 导出 分 数 傅 氏 变换 作为 一 种 运算 的 本 征 
模 。 先 把 (7. 3) 式 代 人 (7. 1) 式 ,得 


F[gGO]- | dep | exp i( 5 —)a'a Lor | g 


— <p | expl i (5) g) =G), (7.4) 
MRK AE |S: 
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| G) = exp] i (5 —a)a 1 go (7.5) 


取 |g) 为 粒子 数 态 |n) 一 i 它 的 坐标 表象 波 函数 为 


g(x) = <x | n) = exp(— 5, )H, (r), 


l 
V 2 Vx 
其 动量 表象 波 图 数 是 
diw- £n 


PV 2"n ln 
BX Cr | > BO AES ES ERN 


Frl m)= <p) exp i (5 —«)«'« || n? 


2 
= Ye <p | n>, (7. 6) 
或 
F. exp(— 5, )H. (z) |= e cem exp -E )H.G». (7.7) 
所 以 作为 一 种 运算 ,F ABE RR OK RE - 6g PP LR RA] 
征 值 是 e 2 


可 以 用 (7. 3) 式 方便 地 导出 分 数 传 里 叶 变换 的 群 的 “乘法 性 
质 。 在 (7. 3) 式 两 边 取 复 数 共 斩 ,得 
exp — icr Ep) T ae. | 


Atana sin a 


= /— 2Ttisinae" (x | exp —i(5 — > a ja a || p. (7.8) 


把 a>—a, Ml E XXE X 
exp 4 + p LP 


2tana sina 


= /2misinae * x | exp — i( 5 DI p. (7.9) 
从 分 数 傅 氏 变 换 的 定义 式 (7. DAC. 9) ,可 见 G(Cp) 的 8 阶 分 数 傅 
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氏 变 换 是 


ep -i(7 8) | Ga + 
F| Gp) |= — m$ b | ox ELE — EP Gdr 


au ug 
— Vrisinfe 7 e Pio 
: exp —i(5 il ppc 
= <x | exp| —i(3 -Bja' a |G. (7, 10) 


因此 连续 两 次 变换 的 结果 是 
FaFa g(x) |= Fel G) | 


= Cr exp) 一 (到 *B)a'a exp i(7 —a)a ^a | g? 


= <x | exp. —ila+ Ba al] | g). (7. 11) 

鉴于 
expCfa a)a expCfa a) — ela, (7. 12) 

所 以 
(p |= <x ||; vexp| 一 i( 到 jara f. (7. 13) 


(7.11) 式 可 变 为 
F,F.LgG)]- <p | expl i(F—a—B)a'a || g> 


= Foel g(r) |, (7. 14) 
Bl g(xz) 的 连续 两 次 分 数 傅 氏 变 换 ( 一 为 a 阶 ,一 为 8 阶 ) 等 价 于 
(Ca 十 及 阶 的 一 次 变换 ,这 是 其 群 的 性 质 。 
作为 (7. 6) 式 的 应 用 ,以 下 求 单 模压 缩 真空 态 波 函数 的 a. 阶 分 
PUB RR. A PIAA. 3) 式 写成 


tw r’ 
S|o-/a| drizpexp(- 5). 7.15) 
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r 
crl Si Ospu * exp(—2 D ; )， (7. 16) 
Fa g(x) j= <p | exp) i( 5 —a)a'als | 0> 


= ( /Zrisinae ^) ` i 


è rx tp) T + 

exp| Ztana sina 2 5] 

_ | ue" xp| 元 — t tana p | 
B isina + ecosa — 2(tana — i£ ) | 


(7. 17) 
将 来 有 望 在 某 种 光学 仪器 上 实现 这 种 变换 . 


7. 2 用 Wigner SEREBER 2 cogn pote pi (0° 


分 数 傅 氏 变换 理论 最 先 由 Namias^? 在 1980 年 提出 ,20 世纪 
90 年 代 初 该 理论 被 引入 到 光学 研究 中 ,人 们 陆续 提出 用 透镜 系统 
或 梯度 折射 率 光 波导 来 实现 它 "%# 。 后 来 Lohmann 指出 在 光 的 成 
像 转动 、 光 信号 的 Wigner 分 布 郴 数 的 转动 及 分 数 傅 氏 变换 之 间 
存在 算法 的 同 构 (algorithmic isomorphismy)-5;  。 本 音 将 用 上 述 量 
子 力学 表象 变换 的 方法 把 Wigner 函数 与 分 数 傅 氏 变 换 联 系 起 
KR. Wigner 算 符 的 动量 表象 是 

~ o RE 


一- LAN 


按照 (7. "n 
G(p— 5 )- (b — | exp | (Feja |l (7. 19) 


"Ip Sp — 3. (7. 18) 


T 


c (2+3 )= LE exp| —i(3 7 aja a| lp D (7, 20) 
因此 ,1G) 态 的 Wigner 函数 可 以 写 为 
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du 


CG | Alr. p) io [8 e" “<Glp +3 ><p— 5 1G 


= | Heng | exp — i(7 —«)a'a. 
b D$ exp i (Z —a)a’a | g? 


= 《g | exp| —i(7 —«)a'a [AG 


exp! i(5 —a)a'a | g^, (7. 21) 
在 第 四 章 中 曾 指出 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 乘积 是 
Alz, p) = EOCr — 309(6 — P) d, (7. 22) 


式 中 记号 i iX Weyl Hae. TERT PEE THEE , Weyl 编 序 
的 算 符 在 相似 变换 下 其 编 序 不 受 影响 , 故 有 


exp 一 i( > —a ja! a |AGrs p)exp i (5 一 xja ' a | 
=} (x — Xcosa+ Psina)ó( p — Xsina — Pcosa) i 
-—A(Crcosa + psina, — rsina + pcosa), (7. 23) 
代入 到 (7. 21) 式 ,得 到 
(G | Alz. p) | G^ = <g | ACxcosa — psina,xsina+ pcosa) | g). 
(7. 24) 
上 上 式 表 明 仿 天 量 |g? 的 经 a 转动 的 Wigner 图 数 正 好 是 它 的 a 阶 分 
数 傅 里 叶 变 换 后 的 态 |G) 的 Wigner KA. Lohmann 正 是 用 此 性 


7.3 ”用 纠缠 态 之 间 的 变换 研究 复 的 分 数 侍 里 叶 
变换 


由 (7. 3) 式 可 见 , 当 a 下 时 , 它 还 原 为 熟知 的 侍 里 叶 变换 
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l oire. 


Jon 
EASES AN I EPR £s 1p t3 CE LI PRRUS CI p AB RL 
(2.3) 式 ,1 的 形式 见 (2. 139030 


— 4 lp ene 
Gp exp yE C7 ) |， (7. 25) 


它 也 征 一 种 傅 里 叶 变 换 。 于 是 就 很 目 然 地 联想 到 在 纠缠 态 表象 下 
人 研究 复 的 分 数 傅 氏 变换 ,并 分 析 它 有 什么 新 的 性 质 和 特点 ? 这 种 
变换 的 本 征 函 数 和 本 征 值 是 什么 ?能 否 找 到 它 的 物理 实现 ?是 否 
也 可 以 用 Wigner 函数 的 转动 来 定义 它 或 研究 它 ?” 更 深入 的 问题 
关系 到 从 | 人 与 | 全 分 别 导 出 的 两 种 纠缠 态 表 象 之 间 的 变换 ,第 六 
章 已 证 明 这 个 变换 是 汉 克 尔 变换 ,或 者 说 已 经 找到 汉 克 和 尔 变换 所 
对 应 的 量子 力学 表象 变换 。 这 对 于 深入 研究 分 数 汉 克 尔 变换 的 性 
I Fe a RHN. 

先 计算 指数 算 符 expl f(a; dı 十 az az) E C3: 与 | > AS ZB] BY 
矩阵 元 ,用 (1. 28) 式 得 

(| expl fa) ai 十 az ca)] | © 
—G |: exp Ce — 1) (aj a; taza.) |i | D 


(p | x) = 


。 expl (ef — 1)(a; a 十 cs ay) | . | Y BOY VB. | “> 
"oy a Zy” JR’ < 
=| COP dY LE expl — Lae tq Y-— np 


Xon] om 
+W gp IE ety eph yp" 
-Y FAB P+ gg 

- Les [- Lae el 
ed LELEO eoque (7. 26) 
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式 中 已 经 用 了 双 模 相干 态 17, D 的 超 完备 性 关系 。 取 f= 
i( 本 一 xj ,上 式 变 为 


C7 | exp i (5 a)! a, 十 az a +1) || ¢> 


ilai S) £n 
= sex (" 2tan a + ?sna J. (7. 27) 


特别 当 a= hf, C. 27) 式 约 化 为 (7. 25) 式 。 以 下 把 (7. 27) 式 的 


右边 作为 a 阶 复 的 分 数 傅 里 时 变换 的 积分 核 , 即 定义 复 函 数 g COD 
EEE EN File J. 


po gemi 1) 
. pn d Sox xp( 11 LED? + LS Ne 
= G), (7. 28) 


读者 将 会 看 到 这 样 的 定义 不 同 于 两 个 用 (7. 1) 式 表示 的 单 变数 分 
数 傅 氏 变换 的 下 积 。 为 了 证 明 复 的 分 数 傅 氏 变 换 的 可 加 性 , 即 证 
明 

F Fale) |} = Feel gO) |. (7. 29) 
考察 


PFCO]- EGG] = ai-sex (85) | 


‘| $7 pf late NL 


B sinasin gE J& - | | ay ^t ang ] 


. | d sexp[ CL] ELS 1 十 pu o 


Atana asina 


(7. 30) 
HZA RICE REN 
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sina 


sin Bsin(a + B) 


cota — ——SinB — — = cot B— 


sinasin(a + p) 
(7, 30) 式 变 为 


FFl g(0) ] = 


= cot(a+f), 


ile p? C280) 
EFT exp| 2tan f L 


| Sexo AEE oft 


2Ztana 


- exp| H-H (cot B+ cota) ECT 


uc ud 


NM Kapn) ijg 
zm exp| FDC 而 


d'ü EP ige 
JES exp| Sand T 2sinCa + P) Ig. 


(7. 31) 
& Ossi 0° -—iy WA E EEEO = EE E e = 
了 时。 参照 定义 式 (7. 28) ,可 见 

FoF ul g($) ] = FeslgC 0] = Gas (Qe). (7. 32) 
说 明 前 面 定 义 的 复 的 分 数 傅 里 时 变换 也 具有 和 群 的 性 质 。 


7.4 复 的 分 数 傅 里 叶 变换 的 本 征 模 … 


(7.27) 式 的 左边 是 复 的 分 数 傅 里 叶 变 换 的 积分 核 的 量子 力学 
翻版, 蕊 提供 了 用 量子 力学 的 表象 变换 来 研究 复 的 分 数 傅 氏 变 
换 的 新 途径 , 即 从 纠缠 态 人 8 8) 与 人 四 C7 的 变换 ,具体 表达 为 


F,[gCOCD | 一 exp| i («—2)| 


. | EET exp i( 5 —a) (al a + az az +D || O< | g> 
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=) | exp i( 5 —a) Ca a] + az ar) || g? = GU). 
(7.33) 
4 GOGpzsO|G» Wt] ptio d$ 


| G) = exp] i (5 e)la à, +a? à; Ji g^. (7.34) 


当 取 | g> AMR Fock dS |m, n> = 一 一 一 da |0, 0», Wil TE ER By 


vm! nt 
《jms 的 复 的 分 数 傅 氏 变换 为 


F,COG | mynd) = <7 | exp i (5 e)a a, 十 az a Ji m,n? 


= rime rt Cn | mon), (7, 35) 
AH.) AED Fock 空间 中 的 展开 为 


(9 |= <0,0 | Me HH, PMCSUM ipexp(— HE), 


所 以 


2 
(| m,n> = Han (一 in’ ipexp(— LL). 


uin 
ymin! 


而 《Ei 在 双 模 Fock 空间 中 展开 为 
(C | — (0,0 | exp(— aia: Fata LL) 


7 — ava? . fee 
— 40,0 | PEL Dexp( E (7.38) 
故而 


0] ll’ 
CL | m,n) = ri ‘Dexp| ). (7. 39) 


把 (7. 37) 式 与 (7. 39) 式 代入 (7. 35) 式 ,可 看 出 


F, | exp(— ELM 
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2 
一 (一 eo“) exp (— Ln, c mam. (7.40) 


如 果 把 运算 (进行 复 的 分 数 傅 氏 变换 ) FF 看 成 是 一 个 算 符 ,就 可 以 
说 已 BY ASE PASC Hes XE SEL ARE BTA Hs, ;相应 的 本 征 值 是 
(—e ^)", 

在 7.5 届 将 证 明 这 样 的 本 征 模 也 存在 于 光 在 二 次 渐变 折射 率 
介质 中 传播 的 过 程 中 。 

Fy A A FAO CS, 5 ) 的 正 交 性 和 完备 性 ,作为 复 的 分 
数 和 全 里 叶 变 换 的 本 人 征 函 数 集 也 是 完备 和 正 交 的 。 


7.5 区 在 二 次 新 这 折射 率 介 质 中 传播 的 本 征 模 


CI) 
LX EE TA] IP oA cE E 
nir) Lr ,Nn —nimr, (7.41) 


2 
AF r EME z 量 起 的 到 介 Ji rp die ex B fn pn] BB S, (nin; ) 是 介 
质 的 物理 参数 。 在 文献 [70] 中 指出 :如 果 在 垂直 于 光 轴 的 平面 上 
强度 分 布 为 a ADEM A IG A z—0 起 入 射 ,那么 在 位 置 


z = oe, L=3 (2) (7. 42) 


2 7i» 
处 ,就 可 以 观察 到 f(x,y) 的 a 阶 分 数 健 里 叶 变 换 。 其 证 明 如 下 ， 
为 简单 计 , 先 只 考虑 光 的 一 维 电 场 E(ur.202 = EGO expGR zl z 
方 问 在 二 次 渐变 介质 中 传播 ,传播 方程 是 


2 2 ^ 
(2,42 PE HE JEn 
— exp(ib, o (5 + JEG) = 0, (7. 43) 


AF k, ter WERK RHR — ki, k= nk, ko 是 真空 中 的 波 
天 ,把 这 些 关 系 代 人 (7. 43) 式 ,得 到 
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E. + (nik — ninzkoa — KD JE) =0, (7.44) 
A 
C=er, € = nini, v= LH — k), (7. 45) 
(7, 44) 式 简化 为 
FE (一 名) |E — 0, (7. 46) 


FOG D IE T B3 SEXE T9 21 FB. Ar AE AE RREAK- ES 3UT 


PR 
E ~ exp —£0H,(0,n—0,1,2.:- (7. 47) 


AIT 
] 
v= fog). 
FA C7. 45) 式 可 见 


n 
2 
k, = mb | 1 — (2m +1) 2l. fm | 
1 Ro 1 
~ ky — [7 (m+), ki = mko, (7. 48) 
nı 


可 将 理解 为 是 在 折射 率 为 五 的 均匀 介质 中 的 传播 常数 。 当 取 
传播 距离 为 (7. 42) 式 所 示 的 位 置 ,一 维 电场 分 布 为 
E(x,z) ~ exp(— €°)H, (Oexplikz) 


=exp(— €°)H, (exp ia kı (2) -5 |- iam | o (7. 49) 


除去 一 个 不 重要 的 相 因 子 exp ia| kı (S) -Jac 49) 


REBEKA ERARE PERREN z= “< 处 的 


本 征 什 与 a 阶 分 数 傅 里 叶 变换 的 本 征 值 相同 ,都 是 e ,本 征 模 都 
是 单 变量 的 厄 米 特 -高 斯 晴 数 。 把 这 个 结论 推广 到 a 维 电场 的 传 
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播 , 则 其 本 征 模 为 两 个 单 变量 厄 米 特 多 项 式 的 直 积 Hn GO Hu; O), 
相应 的 本 征 值 是 e““*” 。 在 下 一 节 中 将 看 到 还 存在 其 他 形式 的 
KWES. 


7.6 光 在 二 次 渐变 折射 率 介 质 中 传播 的 本 征 模 
( 开 ) 


本 下 要 证 明 在 这 种 介质 中 光 的 传播 还 存在 着 以 双 变 量 厄 米 特 
多 项 式 为 本 征 模 。 对 照 7. 3 可知 , 复 的 分 数 傅 里 叶 变 换 也 可 以 
在 光 在 二 次 渐变 折射 率 介质 的 传播 中 得 到 实现 ,这 是 以 往 的 文献 
所 没有 注意 到 的 。 为 了 说 明 这 一 点 , 写 下 光 传 播 在 二 维 情 况 下 的 
本 征 方程 ; 
(2 +35) Eley) + | niki — nmki Cat + y) k El, = 0. 


(7, 50) 
ES 


f=, Q=, & = /| mk. vod — k), 
则 (7. 50) 式 变 为 
9 g 
(agi tag) E +o- + PyJE=0, (7.51) 


引 和 人 

TEE 

V2 
p= Ei 9 

V2 

(7. 52) 

a 1/242) 
9€ JII att)’ 
9 __ 1/9 ,9 


LR MESE ESSEN BT ER 


(7, 51) 式 进而 化 为 


2 eE + O- 2G OF = 0, 


设 下 (z,y) 有 了 以 下 形式 的 解 : 


E(x,Yy) -一 FCE, E" exp(— ane = V25,5 = V25”。 


由 于 


元 H， ,(&, C ) 一 mH, i.t. Et ), 


d 
ap Hn m nH m,n- , 


方程 (7. 53) 最 后 变 为 
2.9 f ^ 9f ^ v 
bip Ua t 35 + (5 1)f=0 
取 f 为 1 一 Hn ,5 和 ) ,由 (3.145) 式 和 (7. 56) 式 知 
9? "ES 
i —t^ at’ 十 nf —0, 
元 jp tabe mf =o. 
XI HR C7. 51) 式 ,看 出 其 本 征 值 为 


v = A(m--n-4-1), m,n-—0,;,1,2,3,:- 


再 从 (7. 45) 式 与 (7. 48) 式 看 出 


k, = h|1- 2 en pd — RT 


Az ky — n m+n). 
nı 


tal 
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(7. 53) 


(7. 54) 


(7. 55) 


o (7. 56) 


(7. 57) 


(7. 58) 


(7. 59) 


当 光 从 z—0 处 传播 到 距离 为 z= 全 L—5 2 处 ， 电场 为 


Emn (zs y 2)— Em,n (x » exp(ib,z) 


= CHan(O',o°* exp(— 5°) 
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k 2aL 
* exp 


K 


—ia—ia(m+n) |. (7. 60) 
式 中 C 是 一 个 归 一 化 常数 。(7. 60) 式 表明 双 变量 厄 米 特 多 项 式 
也 是 光 在 二 次 渐变 折射 率 介质 中 传播 的 解 ,在 < 二“ 处 ,相应 的 


本 征 值 与 复 的 分 数 傅 里 时 运算 的 本 征 值 相同 ,都 是 e 7077, ix 
表明 复 的 分 数 傅 氏 变换 也 具有 物理 背景 。 本 节 内 容 还 可 用 于 研究 
光 在 二 次 渐变 介质 中 传播 的 泰 保 (Talbot) 效 应 。 


7.7 从 Wigner 算 符 的 Weyl 编 序 形式 导出 复 的 
分 数 傅 里 叶 变 换 


本 节 讨 论 如 何 由 (4. 85) 式 看 出 复 的 分 数 傅 氏 变换 的 引入 是 必 
然 的 结果 。 对 (4. 85) 式 作 以 下 么 正 变换 并 注意 到 么 正 变换 不 干扰 
Weyl 编 序 ,得 到 


2 2 
exp(— i>) aja; )A(o,Y)exp(id > a! a;) 
i=] 1= | 
2 
—exp(— i9 ,a/a;) 8? (Y—a +a} 8? (o —a] —a,) i 
i=] 


2 
. exp(id > aj a,) 
i] 

=} 8P (y — ael Hai e)s” (a — aj e * — a, e?) i 

E so [(7)— (cos uM az UA 
y isinÜ cos@/ la, — aj 

E sof cos @ isin’) (5- “ + ay n 
— isinÜ  cosé Y a, — aj 

—A(acos Ü — iYsinÜ, Ycos Ü — issin), (7. 61) 


由 此 导出 
(4 | ACocos Ü — iYsinÜ, Ycos Ü — iosin# | 4» 
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> 2 
-| y exp(— i82 ada) e— por m 


. exp (iJ! a.) | DexpCy’*—7*Y). (7. 62) 
5 Z 
| G)》 = exp (0947 a;)! j^. (7. 63) 
它 的 Wigner 函数 是 p 
Wi Co,)) = Gl Ao, y) | G), (7.64) 


WUE | > ASE AAE 
GGp = qo = | Fay, exp(9 Da a)| DE | WD. 
| (7. 65) 
TEEUETERHBUE RACE yo SER y G(7 力 的 一 个 变换 式 , 那 么 矩 
阵 元 《7 | exp( (QS ai) | D 就 是 这 个 积分 变换 的 核 ,前 面 已 在 


(7. 26) 式 中 计算 了 它 , 它 也 是 复 的 分 数 傅 里 叶 变 换 的 积分 核 。 由 
(7. 63) 式 可 知 


2 
<o+ 7 | exp(i0 > aiai)| f?— God m, (7. 66) 
=I 


2 à 
f | exp(— 82 aia: )| 5 一 办 一 KELI exp(i0 >) a} a; ) | py 
i= =] 
= G* (0—1), (7. 67) 
JE C. 66) 式 与 (7. 67) 式 代入 (7. 62) 式 ,得 
(4 | ACacos Ü — iYsinO, Ycos 0 — icsinO) | 4» 
=| TIG (6  mG(a-mexp(pY'—q), (7.68) 
Tt 


与 标准 的 Wigner 变换 式 相 对 照 , 可见 这 是 GOD B9 — 7) 8 3 B9 
Wigner 变换 。 方 程 (7. 68) 说 明 态 | 办 在 旋转 的 相 空 间 中 的 Wign- 
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er KAFT GOD Wigner 变换 ,而 GO7 是 VD 的 分 数 全 里 叶 
变换 。 这 样 就 看 出 复 的 分 数 傅 里 时 变换 是 复 的 Wigner 变换 的 一 
个 自然 的 结果 ， 


7.8 角 动 量 算 符 的 新 玻 色 算 符 实现 和 纠缠 态 之 
间 的 分 数 侍 里 叶 变 换 


本 节 将 阐述 分 数 傅 氏 变换 也 可 以 用 角 动 量 算 符 的 一 种 新 玻 色 
算 符 实现 与 纠缠 态 表象 导出 。 受 角 动 量 的 Schwinger 玻 色 子 表 
AR 的 启发 ,可 看 出 满足 角 动 量 算 符 的 基本 对 易 关 系 

LJ-J+l=—-2Jo, (SJoJ=J-, La Jo] =— J+ 


(7. 69) 
的 玻 色 算 符 也 可 以 取 
J= ji — à; ) (ai — a2), 
J-= Fal ai ai ), (7. 70) 
Jo = 5 (at a] — 4, Q2). 


事实 上 ,观察 到 
[Cay — a? (al — a5). lai Fas) (ai +a; )] = 4lai a? — aya), 
[Ca; — az )(al — a5). (aj a; —a1a22] ——2(a1 — a? (al —a), 
[al +a:)la 十 az 2, (at aj —aya,) |] = 2(aj +a) (aj +a), 
(7. 71) 
可 多 (7. 70) 式 是 正确 的 角 动 量 表示 ,但 要 注意 这 里 的 J 三 不 
古 互 为 尼 米 特 共 斩 的 算 符 。 考 察 以 下 指数 型 算 符 : 
exp(€J,—O°J_) = e+ expl Joln(C1--| c |?) Jet, (7.72) 
这 个 分 解 式 是 不 难 证 明 的 , 式 中 
一 br 一 etan0，1 十 rz 上 一 sec0。 (7.73) 
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特别 当 5 是 纯 虚 的 ,5 一 i9=0exp (i 3) ,TI 一 ltan0(7.72) 式 化 为 


expi i0(J,+ J.2 |] = exp(iJ. tanO)exp(JolnsecOexp(iJ_ tan0), 
另 一 方面 ,由 (7. 70) 式 可 得 


J.—J.—ailai--a2as 1, (7. 74) 
所 以 ， 
expl O(a a--b'564-1)] =exp| i 3 (a: — à; )(ar 一 oo)tang | 


. exp| > (al ag 一 aiay)lnsecz J 


。 exp] i ij -- as) (a, 十 az )tang |, 
由 纠缠 态 (2.7) 式 及 (2. 139) 式 ,可 知 
<n | (ai 一 az Xai —a:) =| 9|], (7. 75) 
(aj ta,(aj+az)|O=!| 6/2160, (7, 76) 
因此 ， 
€ | expl i(a a; 十 az à; d- 1) | EC 


一 exp| 5 7 |* +] E |DtanÓ dy, expl (a; a; — a1as)Insec0] | D», 


(7. TO 
而 却 中 的 矩阵 元 根据 双 模 压缩 算 符 正好 完成 对 纠缠 态 的 自然 压 
缩 ， 
(2 | exp (ai az 一 alias)lnsecO | 9 
— sec 0C | Esec 0» 
1 0 5— 06" 
gas oen 2cos 0 ): Cr. 78) 


将 上 式 代 入 (7.77) 式 ,并 令 07 0,188] 


C7 | exp] i(5 — 0) (aj a1 十 ce az + D C? 
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1 | 2 十 4 2 "T ^ 
= Find? Us Lol tier LEAL), (7,79) 
TEE 054) CI OF HK 


以 上 讨论 给 出 了 一 个 如 何 用 量子 光学 的 途径 研究 波动 光学 的 
例子 。 


习 x 


求 哈密 顿 量 五 一 (ai Ul 十 az a, +1) 十 这 (ar à; —a a: ) 的 能 谱 , 试 用 角 动 
量 的 表示 式 (7. 70) 来 解 。 
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8.1 分数 汉 殉 尔 变换 的 本 征 模 ”“ 


在 二 维 实 的 分 数 傅 氏 变换 式 中 ( 为 了 以 下 行文 方便 ,已 令 a~ 


T 


2 


exp| iQ — a) 2 - i(x2 + 92) 
一 一 一 一 一 exp 


Fifi Coin] = ( X | 2tan( 5a) 
2sinf 4a 2 
2 
PEE 2 

. | dzidyi exp — iri tyi) Ty 

es 7 2tan( 5a) 

(rix + yi y2) 
exp sin( Fa) filaiom). (8.1) 


当 被 变换 的 阴 数 fi (xj » Yl ) 具 有 旋转 对 称 性 时 ， 可 与 成 
fixi = ricosh, yy = rjsin@) > f(r, ,4) = exp(im0) R(ri), 


(8. 2) 
HS x. =rcoso, y; =rsing, WI (8. 1) 式 在 对 角度 积分 后 变 为 
exp| i(1—a) 2 » o iiitr) 
FB fr ,0) | ^w ^ ri dri Rr )exp 2tan( 5a) 
sin 5) 2 
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nn 
e exp| im( +5 ) Jn Erxl (8, 3) 
根据 (8. 3) 式 ,可 以 引入 分 数 汉 克 尔 变换 ， 
X00 = | ndnRGOX Grim, (8, 4) 
AP Oi Oi res RA a 阶 分 数 汉 克 尔 变 换 的 积分 核 ， 


exp| i(1 +m) ! 5 d 


2H 
A a (ri s7? sm) = 


in 30 
o iri +93) 717 2 
es 


在 对 (8. 1) 式 积分 时 利用 了 m 阶 贝 塞 尔 隧 数 的 积分 表达 式 
j, Cr) = +| dbexp| izcosÓ-- im (0 — > | | (8. 6) 


对 于 这 个 变换 ,其 本 征 陋 数 是 什么 呢 ? 注 意 尽 管 两 个 单 变量 厄 米 
FF PRC OH, Gri Hu Cy) e AE SEY 43284883 EC 28 B] ABE ERE 
HODR) ABE RARI FE Sp RIL RE T IAE PROC. RD 
不 具有 旋转 对 称 性 。 复 的 分 数 健 氏 变换 的 定义 是 

exp) iQ —a) = 


pen 


^L fX(OD |= 


2sin( 5a) n 


* exp 2tan( 7) 2sin( 5a) fa 
= G). (8, 7) 


(与 第 七 章 相 比 ， 已 令 oc» —39. \4 = x 十 1yz， C= T) 十 1yi ， 上 
式 即 为 
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exp) i(1 —a) 2 加 


ilz 8.) 


aL fem ,一 (Re) 77 2tan( +a | 


。 | dz dy exp i te T iens an 
« 2tan( 5) 2sin( Fo] 
© flrisvi). (8. 8) 
与 (8, DSR BAW aH BA Kel, FRR 7. 3 节 的 
讨论 ,可知 变 换 式 (8.7) 的 本 征 了 图 数 是 双 模 厄 米 特 多 项 式 , 即 


a[o Epist b ]- elie] o HE] 


2 
e Hmn (— 17" 519). (8, 9) 
注意 到 
exp( Lei: ) Hnn (O = expl — in — "8 jexp( — 4 | Hus 02: 
C — ne^, (8. 10) 
exp(— Lal | Hn C7 12' ,17) = exp| 一 I(m — n) (5 T p) | 


exp(— " | Hann Cro r2), 
(8.11) 


AP n= re? LAP RIERA exp( 一 二 ) Hu Gr) & 4H COL AA 


换 的 本 征 函 数 。 事 实 上 , 取 (8. 8) 式 中 的 fi Goo =exp(—7 J 


exp| —iGm—n) OJ Hmn Cri ji) HS 2) = ri COS 0, X =T] sin 0, yi = 


r2 COS Ø, Vo —r» sin Ps 则 由 (8. 9) 式 可 知 (8, 8) 式 等 价 于 


exp| i(1 一 a) 5 à - (A +15) , inresin(g—) 
Lt MATS 


T 


2sin( 30 ) 
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. exp(— 5 Jexp[— im — n) ]H, Cri,r) 
[Lese T^ Jo ien (59) 
Hina (12972) o (8, 12) 
令 0 —9—0,3F FH m 阶 贝 塞 尔 函 数 的 另 一 积分 表达 式 ， 
Ja Gr) = 二 | exp(rsinf — im) dC, (8, 13) 
则 (8. 12) 式 变 为 
ee [nra J ep he? ,| 一 2 
sn | hen(5«)| | sin( 32) 
 exp(— ^H Han (ism) 一 (一 Ly exp(— 5 ) Hs Gs 2). 


(8. 14) 
FE C8. 14) 式 与 分 数 汉 克 尔 变换 的 定义 式 (8. 4) 式 和 (8. 5) 式 比较 ， 
可 知 前 者 恰好 表现 为 以 贝 塞 尔 了 图 数 J_ ,表征 的 分 数 汉 克 尔 变换 的 
本 征 盟 数 , 即 


Hin] exp(— A) Hnt sre) |= (— 1)” exp | 一 2)H Han (12 7022, 
(8, 15) 
把 Hnn EXA. 127) 和 广义 拉 盖 尔 多 项 式 的 定义 
, n+ (C zy 
LG) = XC TE (8.16) 
作 比 较 , 可 知 二 者 间 的 关系 为 
Hmn (ror) = pl(—1)?r'L, alan min(n,n) » (8,17) 
l =| m~n j|, 


NRK n>m 时 ,(8.15) 式 可 以 改写 为 
xt, exp(— HU ]= Drexp(— S) ob. 
(8. 18) 
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综 上 所 述 ,由 纠缠 态 表象 所 诱导 出 来 的 复 的 分 数 依 里 叶 变 换 帮 助 
我 们 找到 了 分 数 汉 克 尔 变换 的 本 征 模 与 本 征 值 ,这 进一步 表明 量 
子 力学 的 纠缠 态 表象 的 引入 是 十 分 必要 的 。 


8.2. DEOR ERE AG SAIS IRIS 


AB RETR A D HOT RGX ER EB 5 TF A SRR mS 
闻 的 关系 。 在 分 数 傅 里 时 变换 核 的 表达 式 (7. 27) Fe LAAT 
expl iC(s09—99) 后 作 如 下 积分 (注意 7 一 | 7 e^, 5 一 | le7): 

l 


2m 
- es <n = | 7 | el? | exp] (7. —a) (a aj 十 cz de +1) idb 


| LESIE] edp 


2m 2 2 
1 了 | 十 | 51°) 
^ Ami ii [e erexp|: dtana 
十 | y | | 4 | e (e —e 773) dbdg 


2sina 


. 2 
Kn Ep, (8. 19) 


2tana 


l 
Zsina 
式 中 
l= MN eis? erit exp] i i sine 9 ede 


AT sina 


Ld 
— 
rn 


exp| 


l àm fn PEN 一 . 
= 472 | 。 | e Fe a 2. 2 Je (ina )expLim(g — 0 Jd Gd g 


= MASSIL) a). (8, 20) 


而 由 (6. 1D) 式 与 (6. 10) 趟 可 知 ,(8 19) 式 的 左边 实际 上 代表 两 个 相 
互 共 板 的 诱导 纠 缚 态 之 间 的 变换 ,所 以 (8. 19) 式 最 终 给 出 


{sor | exp) i( > —a) (a! a, +a; az + 1) | sr? 
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1 ep MG ERD, (22), (8. 21) 


— À - 
"7 2sina 2tana sina 


对 照 (8. 21) 式 与 (8. SO XX RT I, 4E 25:8] — T HIE TL AI C8. 21) 
式 即 是 分 数 汉 克 尔 变换 的 积分 核 (注意 一 了 4 a 之 间 的 互 换 ) 的 


量子 力学 “版 本 ”"。 这 样 就 从 纠缠 态 变 到 谤 守 到 纺 态 的 过 程 中 ,把 
复 的 分 数 伟 里 叶 变 换 过 渡 到 分 数 汉 克 尔 变换 。 定 义 

(qari g) = glar), “or O = GG,r), 
(8. 22) 


A 


| G} = exp i(5 —a) (ai a +a; às + D B? 
并 用 诱导 纠缠 态 的 完备 性 关系 (6. 8) 式 ,得 到 


AX 


(or | G»— Gir | exp i( 7 —a) (a; a, 十 az a +) || g? 


CX 


— > NL | exp  i(5 —a (ai a 十 cz a» +D 


“| gogr | g’. (8. 23) 
利用 (8. 21) 式 ,可 看 出 它 就 是 从 g(gq,7?) 到 G(s,r ) 的 分 数 汉 克 尔 
变换 ， 
Gur’) =le] = z2— 5] 3, | dr 
i? +r?) rro 
f exp| 2tana I. (rs )e@n. (8, 24) 


而 从 1s,r > 的 完备 性 (6. 16) 式 ,又 可 见 逆 分 数 汉 克 和 尔 变换 是 
qsr | g= <qoer | exp| —i(5 一 xj (a! a, +a; az 十 D | G> 


= Marl exp[—i(F —2) (al a tala D] 


el ssr><ssr |G, (8. 25) 
从 其 量子 力学 “版 本 ”来 看 ,分 数 汉 元 尔 变 换 的 “可 加 性 ”, 即 HH = 
H。ig 是 显然 的 ,只 需 用 一 个 有 关 贝 塞 尔 函 数 的 数学 公式 |， 
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| dexpC àrd], Cor)], Ger) 
-lep[- AG? tut) ~is Zj, (=) (8. 26) 
就 可 以 导出 之 ,这 里 不 再 鳌 述 。 


8.3 用 角 动量 算 行 的 新 玻 色 算 符 实现 求 分 数 汉 
we RETR 


用 角 动 量 算 符 的 新 实现 (7. 70) 式 及 指数 算 符 分 解 式 (7. 72). 
得 其 在 Cg,r| 与 1s,r > 中 的 矩阵 元 ,注意 到 (6.6) 式 和 (6. 14) 式 ,得 
(riexplic(a a+b‘ 5--1)] | sr) 
—g.r | exp(J tan expCJoln sec? expGJ.—. tan) | sr) 


^2 2 
—exp(i^ xt tanÓ qq. | exp(Jolnsec20) | s.r ^», | (8.27) 


式 中 expC/oln sec! 0) EE — ^| XU Hs 48 34] , 故 有 
《gr | explLif(ata+b'b4+1)] | yy > 
l r? J 
2 


= ex (i 
cos Q p 


tan g ) (ger | MP 


HERE HE 0-9 — 0, REO ER AER T 


(gsr | exp i( 5 —0)Ca' a-- b! b+ D ser’) 


利用 
(Jo +1)? — (a a—b'b)! =—4J- J}, (8.30) 
可 以 导出 
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2 
~(49+24-S)lar=2lan (8. 31) 


rY 
2 2 
2J | sr —— (£x ++ S-i) sr», (8.32) 


以 上 讨论 表明 了 纠缠 态 在 光 竺 分 数 汉 克 尔 变换 中 的 用 途 。 


第 九 章 
IAD 7S PHY HEARR 


9.1 ?引言 


HIT BRA HP SK & A Bb SP Ae Sor HUGE TERJ mde xU 
在 一 个 热 库 中 ,系统 与 热 库 之 则 存在 着 热 交 换 , 因 此 相应 的 量子 理 
论 应 该 能 包容 系统 的 激发 与 热 库 的 能 量 释放 两 部 分 功能 。 那 么 系 
统 与 热 库 之 间 是 否 存 在 某 种 量子 纠缠 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 先 回顾 一 下 Umezawa 等 人 创建 的 热 场 
动力 学 理论 。 在 有 限 温 度 TOP ,该 理论 能 把 一 个 力学 量 的 统计 
平均 


(Ad = Z (Tr (Ae ) (9. 1) 
改写 成 A 的 某 种 纯 态 期 望 值 : 
(A> = <0(8) | A | 0(9». (9. 2) 


式 中 ZG) 二 Tre 六 是 系 综 的 配 分 函数 ,如 是 哈密 顿 量 ,8= Ls 
是 玻 耳 效 曼 常数 ,10(8) > 是 一 个 与 温度 有 关 的 “真空 态 。 
为 了 求 10(B)》, 把 它 在 哈密 顿 量 AER al | > RE 

09» = Dif (|n, H!m-—n!|m, (9. 3) 

把 (9. DRA C9. 2) 式 后 与 (9.1) 式 比较 可 知 , fa CR) RETI AL 

FCB fn D = Z (Pe rd,,, (9. 4) 
为 了 构造 出 ,Unmezawa 等 引入 了 一 个 虚构 的 硕 尔 伯 特 空 EE 
ERER IMENE H . BD 
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in | m? 一 一 On. im 9 (9, 5) 
而 10(B) 就 在 扩展 了 的 双 模 空间 |z2Gjmm> 中 构造 。 令 
fA -zgex(- P) n), (9. 6) 


则 可 使 (9. 4) 式 得 以 满足 , 即 
£109 fal P= Z^ QDexp| — EE En | m) 
= Z (Pye On。 
再 把 (9. 6) 式 代 人 (9. 3) 式 ,得 热 真 空 态 ; 
|o» = Z” ® Xiexo(- 7I nas (9.7) 


它 确实 使 (9. DARA. ME OSET REI BEI |o S REPE 
以 一 个 “ 虚 态 矢 ”1n》, 即 要 把 原 有 的 希 尔 伯 特 空间 扩大 为 两 个 。 例 
如 当 H 代表 一 个 和 目 由 玻 色 气体 系统 , 即 H — oa! a 时 ,其 本 征 态 


Tn N 
lm ==—|0>, ix Bh E— MaRS ~ "MA Inm = 


a 


E “=| OUR 
: n; 
真空 态 是 

LOC = =e)? ex exp(— P )a'a* | 0,0». (9. 8) 


式 中 心 是 虚 Fock 28 la) piro SERE Ea.’ 11. a|0»—0, 


注意 到 从 10,0? 到 10(8) > 的 变换 可 以 用 “ 热 压 缩 ” 算 符 实现 ， 
s(0) = exp[Ó(a' a^ —aa)}, (9. 9) 


s(0) | 0,0) =| 0(8) >。 (9. 10) 
不 难看 出 
s(Wa s 1 (0) = a‘ coshf—asinh 8, 
sa’ s1(0) — a! cosh0 — asinh 9, 
Br VA 0 河 有 的 关系 可 以 从 要 求 哈密 顿 互 在 热 真空 态 的 期 望 值 与 
玻 色 统计 分 布 一 致 导出 , 即 
COCA) | a^a | 0C» = Ce?» — 1), (9. 12) 


(9. 11) 
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上 式 左边 应 用 (9. 10) 式 和 (9. 11) 式 ,得 到 

(0,0 | (a* cosh8-- asinh ô) (a sinh f + acosh 0) | 0,0» = sinh’é, 
(9. 13) 

对 比 (9. 12238 5 C9. 13) 式 ,可 以 定 出 


sinh’? = (e^ —1), tanh? = exp(— 257: ). (9. 14) 


ida! (82) =a‘ cosh0—asinh 6, Rl H 
a’ (Da! (D) — ala — a^a? —aa, 
sO) = expi(O[a' (Da! (8) — a(PalP ] os s0), (9. 15) 
可 知 (9. 11) 式 的 逆 变 换 是 
a’ = sy'(Wa' (Psa(0) = a! (Bycosh0-I- a CB) sinh, 
(9. 16) 
上 式 的 物理 解释 是 :系统 吸收 能 量 产 生 量 子 ( 由 a^ 代表 ) 是 以 两 种 
方式 进行 的 :GD 吸收 能 量 直 接 造成 量子 激发 ,以 a (PARR; @ 
潭 灭 在 热 库 中 的 粒子 的 空 灾 ,以 a(8) 表 示 。 所 以 可 引进 aa 与 
a'a—a' a 的 共同 本 征 态 , 称 为 热 不 变相 干 态 。 当 系统 处 于 此 态 
时 , 漂 灭 系统 一 个 量子 ,而 同时 源 灭 热 库 中 的 一 个 负 能 空 穴 , 则 总 
能 不 变 , 所 以 在 热平衡 时 存在 这 样 的 态 , 用 此 也 可 研究 热 场 动力 


oF 


9.2 ”相干 热 态 ( 热 纠缠 态 ) | 2077-1821 


“在 极端 高 温 下 , 热 真空 态 10(B 的 极限 是 
exp(a à 010,0 = M [nami D, — (9.1D 
以 平移 算 符 DCzr) 的 作用 之 ,得 B 
DW | D = exp(— 5 z|? tra’ — rta! bala! )| 0,0) =| D. 
(9. 18) 
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可 见 它 是 一 个 纠缠 态 , 也 称 为 相干 热 态 。 热 压缩 算 符 在 | 表象 内 
有 目 然 的 表示 : 
dz T ;  l+tanh 


«0 - [22 moe? / =I tanh&? 


让 的 正 交 完备 性 是 
2 
j£ |pDG|—1, Gib = nr rr r) (9, 20) 


(9. 19) 


定义 D(r)=exp(ta’ 一 ra), 则 | 过 也 可 写成 
ID= D'C” |b, (9. 21) 


9.3 REPE p 在 相干 热 态 表象 中 的 表示 


ATT OWS TOA. TED AKEE IARE E F , WR 
度 矩 阵 在 人 zl 表象 中 的 表示 。 易 见 |r> 是 < 一 az a—a' 的 共同 本 


征 态 : 
(a—a | D =r] rt, (9. 22) 
(a—a )l|lo0 —-r'|o, (9. 23) 
“4r=0NM,8 | r=O=!/D, 
alI=a'l|D, a |D=allh, (9, 24) 
因此 ,对 在 原 Fock 空间 中 任意 的 算 符 
p= Xona "a", (9. 25) 
定义 
|e -—pl|b, (9. 26) 
则 有 
O= $ hama a" | D = 2,64 'a" | D 
m " 
= >) (pi,a "a" |D. (9. 27) 
nm--O 


对 系统 的 密度 算 符 定义 一 种 “~ "运算 (或 操作 ) , 它 把 aasa’ 一 
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a” ,并 且 把 c 数 变 成 其 复 共 轿 ,那么 对 照 (9. 25) 式 , (9. 27) 式 可 以 
与 为 

e= |D. (9. 28) 
现在 可 把 系统 的 任 一 算 符 A 的 系 综 热 平均 写成 4 在 扩大 的 希 尔 
伯 特 空间 中 的 两 个 纯 态 之 间 的 第 阵 元 


(A)= Tr(Ap) = >) <n Ag | m = >) GI Ap | mou» 
n=0 


nem 0 


= S (nn | Ap | m.m = <I jA] py. (9. 29) 


n.m-ü0 


式 中 jo* 也 是 一 个 双 模 纯 态 了 (其 中 一 模 是 在 虚 的 空间 中 ) 。 例 如 ， 
对 于 纯真 空 态 密度 矩阵 = 10401, 
|o» =| 0><0 | Y |n =| 0) 18,0 Lm =| 0,0, 


(9, 30) 
以 下 将 计算 各 种 zlo>, 它 将 有 利于 解密 度 和 矩阵 方 程 等 问题 。 例 如 
当 p 二 1a>《a| 是 一 个 纯 相 干 态 密度 矩阵 时 ， 
(t| O= rloa] D= <r] Dla) | 0<0 | D' Ca) | ED 
= <r} D(a) | 0><0 | Dia D) | D 
= «| D(a)D(a*) [0«0| D 


= (T | Dla) Dla) | 0,0» 
= (t| aa”, (9. 31) 
_ d | | 2 B ~ 
Brillo = esa RP là >=exp( HS tara’ )i0» ,而 且 由 本 


征 方程 (9. 23018 
D(a)D(a*) | = explala’ —a)-a'(a—a')]| D 
一 exp(ar'--a'r) | Tt), (9. 32) 
由 (9. 32) 式 及 (9. 31) 式 ,得 


|o | Dla)D(a’) 10.0) 
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= <t D'C-oD! C-a*) | 0,0) 

= exp(—a*r+at")<r | 0,0) 

= exp( 一 六 |r|? —a'r-ar!), (9, 33) 
LETENKA. SS. 4 pi — |a» 《ea | 时 ,相应 的 扩展 空间 中 
态 矢 |p.) 二 |a,a*》, 它 在 (| 表象 中 的 表示 为 
Ct | a) = ep — 5 | r| Hja H a P) = ra” tratan" |, 


(9. 34) 
Pe RS a-—a 时 ,上 式 回 到 (9. 33) 式 。 对 于 热 相 于 态 的 密度 矩阵 
pn = (1— e ) D(a)e DT (a), 
1 u (9. 35) 
Boe, k=l, 
其 迹 为 
Tron = (1— ew )Tre?"* 4 — ], (9, 36) 
AA 
ic} po) 一 《Mr (1— )Dlade™*' ED (a) | D 
= (tT! (J — eb D(a) D(a’ )e v 4 | D 
—(1—e9 je eri grs | D, (9, 37) 
为 了 计算 上 式 右 边 的 和 矩阵 元 ,注意 到 应 用 (9. 19) 式 ,有 


~、 1 | t4 ^ 
«(510,05 = cos] gexp(Ctanh Ga a )|0,0)5 


2 
=|% t (9. 38) 
HT iu 
故而 
ga | D= exp(e ala’) | 0， 0) 
— = cosh a] $2 le 0,0), (9. 39) 


-Pw 1 - J — ld tanh? 
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于 是 
(tT | er e | D cosh] ŽE ce) = >)<r | 0, 0) 


一 cosh | € IE r= E jee(- 3 ic |? | 


1/1 
— — exp - 1 (EE) T ae (9. 40) 
将 (9. 40) 式 代入 (9. 37) 式 ,得 
(c | o = exp(— Z coth SF | r|? tar'—a*r), (9.41) 


3] Rufe cc| RR On PRERANE, FE coth  =n+ 5, 


这 里 “一 -到 二 是 在 热 真 空 态 中 的 光子 平均 数 。 当 T0, n-70. 


sho, LRL ear a ORR ANTA ME 
Wes. 
3 —4 8 E FR SASOU f JE TAROT 2S TSE BEEP 
= (l—e™)D(a)s( ze *s' (z)D’ (a). (9.42) 


式 中 (zz) 和 由 


(9. 20) 式 与 (9. 24) 式 可 知 ,|o > 在 (zl 表象 中 的 表示 为 
(| m>= (1—e)« | DGOD(G' )DsGOs(z 2e?" | D 


- 24 
= (1—e"")exp(ar'—a'c)r | sGOsG E E 


eG | er «| po, (9, 43) 
式 中 
G | sz)s(z*) | 0» <r] sGOs(GOODGO | D 
—|sHDGOsC-)|D 
= <t | D(rcoshr —r"e*sinhzr) | D 
= xà? (T — rcoshr — r' e*?sinhr) , (9, 44) 


192 从 量子 力学 到 量子 光学 一 -数理 进展 


代 回 (9. 43) 式 ,并 由 (9. 40) 式 得 
《tT |o? =e PSO (x — tcoshr — c' e*sinh ») 


es^ pex ir) 


=exp(— Fcoth | zcosh r + rt'ersinhr|? 十 ar 一 ar ; 
(9, 45) 


它 也 是 高 斯 函数 ， 
9.4 《TIP 的 名 种 应 用 :计算 系 综 平均 


以 上 计算 了 几 种 密度 矩阵 的 《rip》, 它 有 什么 用 处 呢 ?” 首 先 ， 
它 提供 DRE RESIS ELE 不 失 一 般 , 取 


A= 248m aa", (9. 46) 
根据 A 的 系 综 平 均 , 可 以 写成 形 为 
(4 一 《TAI|o) (9. 47) 


的 陈述 ,并 引入 相干 态 完备 性 及 |a》《a| 了 二 |a,a'》, 得 
(A= | £a | 2 Esau" |e«a|a'"lo 


= Se mal rg tn (T | a) <a | o» 
dir - 
— Mus] CT | d'aa"a asa” | T><T | O 
- = ugs ,| S| aaa” "exp(— Ler a 5 一 QT Je |o 
— Al ， -2 jep- A )« | O deo (9. 48) 


AT” JIT 2 
所 以 算 符 A 的 系 综 平 均 换 成 了 上 式 的 微 商 运算 。 例 如 当 o 取 压 
缩 热 相 干 态 的 密度 矩阵 (9. 42) 式 时 ,粒子 数 的 起 伏 为 
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CAN) =N) — ON»? = (2n - DCAND? | puo 
+ 4n? cosh’ rsinh? r 
4- ni 4- D Ccosh? rz + sinh? r)? , (9, 49) 
式 中 5 x CAN? |n Re T—0 时 的 均 方差, 即 粒 子 数 处 
TEE P PRA AEST Bie [A 
(AN)? |r- =| acoshr — a' e*sinhr |? + 2cosh’rsinh’r, 
(9. 50) 


9.5. 用 《zip 研究 量 于 光学 的 相 空 间 分 布 理 论 


在 热 场 理论 中 , 曾 引 入 了 一 个 广义 的 Q 表示 
Qora B) = em) Trl pD (ae *D' a], 


利用 (9. 47) 式 及 (9. 33) 式 ,可 知 它 可 以 被 写 为 
QC. a) — KI | DG) e" *D' (a) | p(0— e") 


= (1— eI | Die" «p! el m: |lo«|o 
2 — 
- [Steps i3] ei ten] 
(9. 51) 
sth n+ >= loh 2, 5 Jp. EU XU P RAH 
< t 
o = | É*P(.a f DG)e ^" D? (2)(1—e 9), (9, 52) 
在 《rt| 表 和 象 中 ， 
2 2 
(ri e| D = | “2 P(pa. fDexp(— LE L coth EZ +ar'— a*r) ， 


由 此 导出 
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<r | ol Dexp( ZE coth 8) = | d po a ferons, 
(9. 54) 
把 它 看 作 傅 氏 变换 , 则 其 反 傅 氏 变换 是 
m [d'y 一 | ， oe 
0.a, p) -| - (o | Dexp| (n+ 5 Ji 5 一 (ra 一 7 a) |. 
(9, 55) 


(9. 5D 35 (9. 55) 式 是 用 (zlo> 分 别 求 出 广义 QQ 表示 与 广义 尸 表 
示 的 表达 式 。 以 下 研究 Wigner EX Wad Mite: 


W(a) = Tr[A(a)o]， (9. 56) 
式 中 Wigner 算 符 的 显 式 是 
AG) = s! DO) 1 *, (9. 57). 


用 热 场 动力 学 的 方法 ,(9. 56) 式 可 改写 为 
Wla) = 3 nn | ACOp | m.m» 
x r= 0 | D' (— 2a) (= 1)" | o 


= wr =— 2a | (—1)"'* | o 
一 T <y = 2a | p. (9, 58) 


| 


式 中 
[w= Det * | 0,0) 
] 2 + y+ + 一 + ^ 
= exp(—5 |vl^-Fva' --v'a' —a'a ) 0,0», 


(9. 59) 
Ete! OMPLHEA. 
bro = C1) *|» ll. 
(一 Dr 二 | i... 
(9. 58) 式 是 求 Wigner 男 数 的 新 方法 , 它 无 需 用 系统 平均 ,而 代 之 
以 求 两 个 纯 态 之 间 的 内 积 ,这 是 引入 热 纠 缠 态 的 男 一 优点 。 
例如 求 p= |n? GU AY Wigner 函数 , 则 用 (9. 58) 式 及 | 的 双 


(9, 60) 
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———— | 


模 厄 米 特 多 项 式 展开 : 
| y) = exp(— HE) y i Hos 0v) | msn, 


à a, min! 


(9. 61) 


r'(v-2a|mnlD-mexp(—2]|a B > 


=0 LI 

H x.” (2a, Za" din’ | DO 
一 一 x exp( 一 2 | q 12) LH, (2a,2a*), 
(9. 62) 


Bl in» (| BJ Wigner PRUE ELT on 阶 双 模 厄 米 特 多 项 式 , 这 是 一 
个 易 记 忆 的 公式 , 它 也 可 以 转化 为 拉 盖 尔 多 项 式 。 因 为 


1 * n! à \n-l 
zy Hos (2a, 2a7) = ` napig pO Dium 
= (— DLU |a |?). (9. 63) 


又 如 求 纯 相干 态 的 Wigner 图 数 , p= 12 xl. AF 
|i2G| D= DODD] D =| zz*), (9.64) 
所 以 
n` <v -—2a|z,z'»-—mlexp|-2(|a |? +] z |? —a^z —-az*)]. 
(9. 65) 
在 量子 光学 中 ,人 们 还 曾 引 人 人 相 空 间 分 布 函数 


Q(a,s) = = Trl pA (a,a*)) (9. 66) 
来 描述 量子 算 符 期 望 值 的 演化 ,其 中 A” 是 广义 Wigner BF 
A? (a.a?) =| CDex] (s 2) r "neat. 
(9. 67) 
特别 当 :一方 时 , 它 就 是 Wigner 算 符 。 在 扩大 的 希 尔 伯 特 空间 
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Pla, s) = ld | A9 (a,a*) | o», (9. 68) 
jg (9. 6034 4 A O. 68) 式 ,得 (注意 (1D(7) 二 《一 +|) 
2 ] 
P(a,s) = i| tr | pyexp| (s— >) | c |* treat. 
(9. 69) 


9.6 密度 算 符 在 《rt| 表 和 象 中 的 时 间 注 化 


用 《tl 表象 可 以 从 男 一 途径 研究 量子 主 方程 ,例如 ,描写 茶 一 
光 场 的 密度 矩阵 的 方程 为 


d + t t i + 1 
<p = kl apa +a pa — (a a+ \p—pla a+z) |. 
(9. 70) 
PEPE Bl A 2 AE CET Ee PE A D, HO. 24) 式 
得 
< | o= klaa +a'a' —(a a-a'a--D]lpe 


—-— k| (a —a' )la* —a)] | o. (9.71) 
在 《rz| 表 象 中 ， 

(t| (a—a')(a'! —a) =| 7 |? cl. 

cp ——hirl'itlip, (9.12) 
故 有 

(ct | o(t)> = expC— kt | c 1200 | o0). (9. 73) 

i fe — 1-18 f8] T8 ER] EST IR] LIGA XS AL «6B. T FPA 7] 5€ E C7 
表象 中 人 研究 密度 矩阵 的 演化 会 种 来 很 大 方便 。 用 (9. 69) 式 又 可 对 
相应 的 相 空 间 分 布 消 数 将 演化 为 


2 | 
Plass olt) |= i| C | o(t)>exp| (s= 5 JI T“ -t'at ra" | 
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= | a,s—kt,0(0) |. (9. 74) 
x dé — “MEA ERIS) RC ELUE BE OF Hn De £5 A E ws 
化 表达 出 来 。 
再 考虑 一 个 有 关 线 性 振子 五 =wa a 的 更 加 复杂 的 主 方程 


一 一 [Hg] + Yn +1) Gapa* —a'ap-—pa'a) 


- iyn Qa* pa — aa! p— paa' ). (9. 75) 
上 式 两 边 作 用 于 |11> 上 ,得 到 
Z | p» ——iH | p>, (9. 76) 
式 中 
—iH =~ iwla a—a a) YO D Qaa —a' a-—a a) 
T3 Yn Qa a —aa' —aa'). (9. 77) 
注意 到 式 中 的 算 符 是 以 下 四 类 : 
K.— aa! a 
K =a, 
K _a'a+a'a+!] (9. 78) 
4 2 + 
K, 一 一 (a a--a a), 
Ki K; 满足 SU(1,1) 李 代数 ， 
[K.,K,]=2K;, [K;, K] =+ K4, (9. 79) 


m] Ko 是 SUCI, DJ Casimir 算 符 。 根 据 李 代数 的 封闭 性 ,可 以 推 

Br C9. 75) 式 的 解 的 形式 是 

| D» = exp(— iwtk o +71 exp K.4- 5 Ks 4- Y- K_)| (05. 
(9, 80) 


AF, | 
Y= Ynt, Y —— Y(2n-- Dt, y — Yino- Dt, (9.81) 
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根据 SU(1,1) 李 代数 的 指数 分 解 恒等式 : 
exp(7 K,4- Ks +Y- K_) 一 exp(P K.)exp[ ln VD )K; | 
* expl K_), (9. 82) 
式 中 


n 2y + sinh 
* . 29cosh e — ¥;sinh o’ 


ZR, NN | 
ls: 2pcosho 一 为 snh (9. B3) 


à 
所 以 ,在 热 纪 缠 态 表象 中 
(ct | eG2» = | exp(— ietK Y expr K..) 


* exp| (2ln /P,)K, Jjexp( r K 0 | e(0)>. 


(9. 84) 
由 (9. 81) 式 ,可 将 (9. 83) 式 改写 为 
_ Jt 
= 9 N 
2nsinh 4€ 
2 
l= _ yt yt . 
2nsinh E 十 exp( 5 
- 9. 85 
2(n + Dsinh 7 (9. 89) 
| 2nsinh 22 + exp( ^5). 
/R- l 


2nsinh 5 十 exp( 7 ) l 
再 用 正规 乘积 展开 式 : 
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exp| (21n J/T.)K; |= JT; : exp[ (vT: —1)(a’at+a‘a)] : ， 

(9. 86 ) 
以 及 在 (9. 84) 式 中 搬入 相干 态 的 完备 性 和 热 纠 缠 态 的 完备 性 
(9. 20) 式 ,并 用 (9. 34) 式 ,可 导出 


(ct | o? 一 exp| 一 Gn +1) |r ?exp(— 3 2 7 )sinh 2. 


 <rexp(— 5 Je it | (0), (9, 87) 
特别 当 y—0 TE. LRA eR D Ce" | 000) 3x 5j 
相干 态 |a) 在 谐振 子 位 势 下 演化 为 lae“ > 相似。 以 上 计算 表明 热 
纠缠 态 表 象 是 有 用 的 , 它 不 但 大 大 简化 了 运算 , 而且 物理 上 百 观 ， 
能 更 进一步 反映 热 场 动力 学 的 优点 。 


9.7 化解 密度 矩 阵 主 方程 为 c 数 方 程 的 纠缠 态 
表象 方法 


量子 光学 中 的 主 方 程 转变 为 经 典 c 数 方程 有 几 种 办 法 ,可 以 
用 QQ 表示 、P 表示 或 用 Wigner KARRAL, ETAETA 
用 纠缠 态 表 象 可 以 方便 快捷 地 实现 此 目的 。 例 如 当主 方程 为 


L — iola’ asp) (9. 88) 
时 ,由 热 纠 缠 态 及 (9. 17) 式 和 (9. 27) 式 ,得 
a a|I-a'a|lD, (9, 89) 
把 (9. 88) 式 两 边 作用 于 1D ,得 
| D ——iw(a'a—a'a) |, (9. 90) 


由 于 
(a`a—a a) |T) =(a' r+a'r')exp(— rl? +ra' 


— r*a’ +a'a' ) | 0,0» 
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TM D Ama a sume ee vm 


. dg 
=i zp] C" (9. 91) 


式 中 r= 二 |rt|e*。 所 以 ,(9. 90) 式 变 为 
d 4 9. 
ast | o> 一 MEE | p? . 


其 解 的 形式 为 

co = F(E ea vl». (9. 92) 
这 表明 o 的 演化 中 有 e “这 样 的 位 相 因 子 。 第 二 个 例子 是 在 立 值 
下 的 激光 主 方程 : 
d 


ae = K(2apa' —a' ap —pa a)-FG(2a pa —aa' p— paa ), 
(9. 93) 


式 中 天 代表 闽 值 ,G 一 多。 两 边 作 用 于 | 六 ,给 出 

P | D— (Kaa —a'a—à à) - Ga à! —aa! ~aa')) | o 
= IK[(a —a'‘ a+ (a —a Ja] -- Gl (a^ —a)a' 

投影 到 《zl 表象 并 由 (9. 22) 式 和 (9. 23) 式 得 


Cz | | D = KG|GQGa-—534e10p-Gc|G'à! —3a 2| o. 


(9. 95) 
由 于 
(ta —t'a)e* ^ | 0,00 — Mra’ —ct'a Je «© | 0.0). 
(9. 96) 


RDA Wt | o> =e" 10,0». MO. 95) 式 变 为 
c | de r= 0)= Sr |o = (G—AKX« na —7*a') Eo. 


(9. 97) 
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VEO 


'G Gv, ~ 
| D= exp aa G ) | 0,0) = © (K) | n.n 
=X (g) meln-0. (9. 98) 
它 说 明 o ARARAS CEE BOGEN BE FARKAS) 
_ /GY | 
e- XE) | m |. (9. 99) 


而 当 在 (9. 94) 式 中 取 K— YD, G- n, A 


(t | He ire | (a+ Daa )a + (a — a 2a] 


--nlXG' —a)a’ 十 (ai —a)a' ]| |o 
— ixi [eaa rla —a)||@ 


eie [p= (2-S)p 


f=it|p, (9. 101) 
~ 0 * 
ela [x e F) ai 


«c | a= (55 +z) l, 


(9. 100) 式 变 为 


d 
Sclp-ir-GeDIct-e$-e3 epo. 


(9. 102) 
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T 2 dr dq 
] 1 ) 3 (9. 103) 
1 
A 
or" 2™ (5 r A 


ARE 得 
ILLE ; ;T— (2n-- Dr —r e Z cie. 


ren Tig. 93) 式 的 右边 改 为 
L” = M(2a' pal —a'a'p—(u'a' ) -- M'(2apa — aap — paa), 


(9. 104) 
则 由 规则 
(r| (ae 一 ao) 1o) 一 rr 
人 | @—a') |p =r f, (9, 105) 
g(a’ ,a)p— pg(a' ,a) 
Al Fl, 


| ¥" | = <r | [M(2ata—a'a’ —a’) 
十 AM (2aa —aa —a?)]| pe 
= cl[íM(a! —a»?--M'(a' —aY]lpo 
—— (Mr? + M'P)«c|po, (9, 106) 
所 以 《rl 表象 的 引进 给 研究 量子 主 方程 的 c 数 化 带 来 极 大 的 方便 ， 
这 是 纠 纺 态 的 又 一 优点 。 


9.8 几 个 物理 例子 


l. BARAT AR ERRT VEA S c 数 化 


" = Ala +a' A+ E Capa" —a'ap —pa  a),(9. 107) 
State TLD E.A 
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S lp) ==: EC 十 af —a' —a) +È (2aa —a'a—a'a)| p> 
(9. 108) 
ARE Bll <n) 表象 
PS | O^ = UCt*+7)<t | o) + fcr | (ta — t*a) | o^, 


(9. 109) 
并 用 (9. 10D R09. 103) 式 以 及 
= 9 ye? 1,9 
rzitctl, UU a*t Or’? (9. 110) 


(9. 109) 式 就 化 为 
S > = | 2iArcos —£(r2 rn) >, (9. 111) 
d t ST. 2 ar Pro M. 
为 求 其 解 , 作 分 离 变量 (zlo>=Rr)TCG) ,代入 上 式 得 。 
T. — 2icosg —— E (rÈ i-r) — p. (9. 112) 
式 中 是 分 离 变 量 常数 。 从 (9. 112) 式 解 出 
Cr | o) = rf exp(— 5 expl Cicosg— 107]. (9. 113) 


2 
从 此 解 看 出 其 有 张弛 过 程 。 
方程 (9. 109) 4 n] hv FT 24 e. — | a(t) ><a(t) | 的 特殊 情况 ,|o》 
是 纯 相 干 态 , 则 有 
a|px.-|e«ala|D-|at«ela'lD —a'| Dao 
(9. 114) 
把 (9. 114) 式 代入 (9. 109) 式 ,得 


E PS [AG 中 十 号 [re (CD — c'a(] | pre. 
(9. 115) 


特别 当 aC — 2i “09. 115) 式 变 成 
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d u 
SAE |p), ua = 00 (9. 116) 


这 表明 方程 (9. 107) 的 纯 稳 态 解 是 纯 相 干 态 
[aC Cat) |= ^is. 
« (9. 109) 式 中 4 二 0, 读 者 可 试 解 当 a(1) =a” (o 是 一 个 确定 的 
衰减 常数 ) 时 的 密度 和 矩阵。 
2， 简 谐振 子 的 相 扩 散 模 型 
该 模型 的 主 方程 是 


P y[a'*a,la'a,o]] 


= Y(2a' apa a—pa' aa a—a aa ' ap), (9.117) 
上 式 两 边 作 用 于 | 了 ) 态 ,得 
< o= Ž[2a'aāt à (a*a) — (a a] | 9) 


=— $'a-a'ay | p. (9. 118) 
Hi C9. 101) 式 ,可 把 (9. 118) 式 改写 为 
de o= xU lo. (9. 119) 
这 是 相 的 扩散 过 程 方程 ,其 解 是 


<t | o) 一 exp(— 5 ) (Acos e + Bsin@) 。 (9. 120) 


3. 低级 近似 下 的 激光 理论 
最 后 一 例 讨 论 以 下 的 量子 主 方程 


ce = A(2a' pa 一 aa p— paa ) 十 C(2apoa —a'ap—(u' a), 


(9. 121) 
它 代 表 低 级 近似 下 的 激光 理论 , 式 中 A 代表 增益 ,C 代表 腔 的 损 
耗 。 按 (9. 22) 式 ,可 把 (9. 121) 式 化 为 


S | o —A | Qa'à! —aa! —áà 9 | o 
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--C«t | (Zaa —a'a—a'a) | p>. (9. 122) 
由 (9. 101) 式 和 (9. 22) 式 ,可 得 
(t| Caa —a'a—a'a)— (t| [(a —a')a4- (a —a'* Da] 


— E (eS pe eet iel, 


(9, 123) 
(t| (2a' a! 一 aa —aa')— (t| [(a! 一 aa --(a* —a)a' | 


2 169 y uu 
=((r5,+7 soz j- rr Jet. 


(9. 124) 
于 是 (9. 122 MES 


Le | o = KA- Or 5 — (A Or [aq | p». (9. 125) 

其 解 为 
(T | 0) 一 Atep st 
AE o 为 任意 常数 。 而 (9. 125) 式 的 稳定 解 为 
(| p) = exp(— 5 G4). 

解 出 了 《rp 后 ,由 [7 的 完备 性 可 继续 求 出 |p) 来 , 即 在 (9. 1260 3X 
MARE | C5 | 积分 ,其 左边 为 | S| oclo 一 | p>, 而 其 右 
边 的 积分 会 给 出 =| D, Ami p。 


9. 9 TU AS AR 


由 热 纠 缠 态 |z> 可 以 引入 一 个 新 的 态 : 
| E, g) = | of | r= ygi eE, (9. 127) 
它 满足 本 征 方程 : 


"et. (9. 126) 
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Xd Ade Su E.h—a'a—a'a. HA 
(a—a' )(a' — a) | E.g? = Bg | E.g», 
(9. 128) 式 的 证 明 如 下 :由 于 
h| D= (ra! tral) o0 —Vg(efa' 二 ea )| o 


IG 
故 有 
h | E,g) -—i2|'2 | rye Hf — E | E.g», (9. 130) 
, dq o 21 | j v 
FH 


h(ía—a ) | E.g? = (E--D(a—-a ) | E.g. 
h(a—a' ) | E.g) = (E—D(a—a ) | E.g), 
可 称 | 玉 ,g) 为 热 激发 态 ,而 a 一 ai 与 a 一 a 分 别称 为 上 升 与 下 降 
算 符 。 由 | 让 的 完备 性 可 证 


(9. 131) 


2, | de | Esg Eg |= 1, (9. 132) 
E=—o 
于 是 上 升 、 下 降 算 符 可 表示 为 
(9. 133) 
a—a' — x dg | E—l.gxtE.g P 
E =- 
(E.g | Eg) 一 bp prG(g — pg’). (9, 134) 


所 以 ,|E,g》 有 资格 成 为 一 个 表象 ， 


9.10 $ Wigner 算 符 及 应 用 


用 热 纠 缠 态 表象 jz> 可 以 引入 所 谓 的 热 Wigner BF: 
2 
Arlo, y) 一 | E lo—t<ott | exp(ry*—Yr"*), 


(9. 135) 
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AF Ar 的 下 标 工 意 指 “" 热 ”。 用 有 序 算 符 内 的 积分 技术 可 证 明 
Arlo, Y) = x? :exp|—2(a! —a*)(a—a) —2(a* —e')(a—e) |: 
(9, 136) 


式 中 
y =a+e*, o=a-—e", (9, 137) 


对 (9. 136) 式 中 的 “虚构 ”模式 求 迹 , 以 Tre 表示 此 运算 ,得 
2Tr Av (0,0) = 2Trs ED | dz | z><z | 
dz. : . 
— j| SEG | > expl--2(a’ —a*)(a—a@) 
—2(a! —e*)(a—e) |i! 2) 
1 exp| — 2(a' —a')(a—a) |: 
— A(a), (9. 138) 
XXE Ef E AEWA KS A GX Wigner 算 符 。 可 以 把 
(9, 138) 式 简写 为 (注意 (9. 130 380 
Ala) = 2| d'eAv Go, (9. 139) 


这 是 因为 (9. 136) 式 是 有 序 算 和 从 内 的 正规 乘积 。 利 用 (9. 139) 式 可 
以 方便 地 求 有 关 热 场 的 Wigner pa, Han. KIA SAW Wigner 
图 数 。 由 (9. 139) 式 得 


«(D | Ala) | 0(8)> = ?| die«0,0 | s (Az (a.7)8(8) | 0,0). 


(9. 140) 
用 热 算 符 (OTE DH HMRC 19) 式 及 (9. 135) 式 和 (9. 20) 
式 , 可 证 


= TT 


DAT sO = dr (7 uo), 


(9. 141) 
tanh 0— el 
ue 4 ]° 


代入 (9. 140) 式 ,并 用 (9. 137) 式 积分 ,得 
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d [x ]* 
COCR) | Ata) | 0C» — ?| “rexp(—| a | LE 


一 ?| Sexp| (ea teta (p -3) 


l “十 1 
— | E eu tz) | Q a 


_ 2p 一 2 2 
OPT i ). 


(9. 142) 
由 于 
2 ]— e^ hw 
Tet ~Tpem? Uumhó— exp ppr) k= 1, 
(9. 143) 
所 以 


—.9(1 — e f 
(008) | Ala) 100» = _] ele Jap]. 


eb 
L] De 
(9. 144) 
得 到 了 热 真空 态 的 Wigner PRAG. ERI LUE SB A Weyl 对 应 
求 粒子 数 a a 的 统计 平均 ,鉴于 a a 的 经 典 Weyl 对 应 图 数 是 


wa 一 元 ,因此 有 
«(0 | ata 10(09) > 一 2| del | a Pe oq | ACO) 0C» 


= (e^ —1)1, 
这 怡 是 玻 色 统计 中 熟知 的 粒子 数 期 望 值 。 
综 上 所 述 , 由 于 在 热 场 动力 学 中 引 和 人 了 热 纠 缠 态 表象 ,对 于 量 
于 多 场 的 相 空间 函数 计算 和 将 量子 主 方程 的 化 解 为 经 典 c 数 方程 
都 引 来 了 新 的 计算 途径 ,在 有 些 具体 问题 上 表现 的 物理 意义 也 更 
加 明确 ,这 也 许 是 因为 热 动 力学 存在 “虚构 ”自由 度 的 原因 ,而 其 本 
身 就 是 一 个 “纠缠 ”的 体系 。 
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10. 1 纠缠 态 | 人 D 所 体现 的 关联 振幅 -操作 相 纠 绯 


引入 | 六 态 的 男 一 个 优点 是 从 它 可 以 悟 出 为 一 个 新 的 量子 纠 
缠 概 念 , 即 “ 关 联 振幅 ”-“ 操 作 相 ”纠缠 。 正 如 一 个 谐振 子 既 可 以 由 
振子 的 位 置 与 动量 描写 状态 ,也 可 以 用 相位 \ 振 幅 、 频 率 来 摘 写 一 
样 ,除了 用 坐标 -动量 测量 的 观点 来 分 析 双 粒子 纠缠 态 外 ,也 可 以 
用 振幅 -相位 测量 的 角度 来 分 析 | 驴 态 所 蕴含 的 量子 纠缠 性 。 

首先 从 类 比 与 坐标 动量 有 关 的 纠缠 算 符 着 手 ( 见 (2.13) 式 下 
的 说 明 ) ,看 看 是 否 能 通过 引入 一 个 与 相位 与 粒子 数 有 关 的 纠缠 算 


符 , 例 如 取 expGN, e^ ) ,把 第 一 个 模 的 相位 态 |ee》， 与 处 于 第 二 
个 模 的 数 态 |n):( 注 意 数 态 与 相 态 相互 正则 共 罗 ) 纠 缠 为 一 个 数 - 
相 纠缠 态 , 即 考察 


expN, e'& ) | e^, O| m», (10. 1) 
sth e^ 是 Susskind-Glogower( SG) BRHF ^" ， 


m l 
d2» (10. 2) 
JN +1 


eio — 
而 
, = iðn 
| e^, = expletat JN 310 = 2, Cai VN +1)" |0 
n=O . 
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一 ye” | n». (10. 3) 
n=0 
由 于 
1 t 
——— ——4,.d N HI|- , l 

| N I | di l (10. 4) 

所 以 
e^ | ef», — e? | el, Ni |e, —— i 2 le>, (10,5) 


但 是 从 (10. 2) 式 中 看 到 的 e 2 m5 (1—8,,2 | — l BR e 


不 能 担当 数 - 相 意义 下 的 纠缠 角色 。 
一 种 考虑 数 - 相 纠缠 的 思路 是 鉴于 对 易 关 系 : 


le reg 


Pelt e, Ni +N, ] = 0, 

但 是 由 于 SG 相 算 符 的 非 么 正 性 ,这 个 方案 也 不 理想 。 

于 是 玉 是 分 析 纠 缠 态 1 是 否 蕴 含 了 有 关 相 -振幅 意义 下 的 量 
子 纠缠 。 仍 从 LX 一 X ,Pi 十 P; j—0 出 发 ,考虑 其 相应 的 经 典 相 
空间 (但 是 这 一 次 不 是 分 别 考虑 孤立 的 (xj,p ) 空 间 ,1 二 1 或 2, 而 
AE ELA Cei rs ) 和 (pi 十 po) 为 横 轴 和 纵 轴 的 相 空 间 . 其 原点 为 x 
一 人 二 人 pi +p: 0. 在 这 个 相 空 间 中 , 矢 径 的 平方 (mm m0 H 
(pir pi RA PE BEX, X CP; +P) ) ,而 此 空间 中 转动 


fA AY cos 值 . 即 cos p= —— 天 一 相应 于 个 符 
VC 一 capi + p.) 
cos 中 一 UC MM 
JX, XUL CP, | PY. 
EU 十 ap — d3 —u d 
2v ‘a, —a d» DTO d: 5 
= Alette P), (10, 8) 


2 
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e? = — (10. 7) 


在 | 分 表象 内 表现 为 相 算 符 ( 因 为 La 一 az ,al —a2 一 0, 所 以 它们 
可 以 置 于 同一 根 起 下 ), 即 


1 
2 


e* ip = (4) ny = ef | n>. (10. 8) 
e E | > FRA XT AA . 
se = (es | pay, 
38 1.15 , Mandel 等 人 545 在 用 八 端口 的 拍 频 干 涉 仪 装 置 检测 
被 测 光 与 参考 光 相 位 差 的 时 候 , 也 从 测量 中 抽象 出 了 一 个 “操作 相 
位 算 符 ”, 它 恰好 是 以 (10. 7) 式 表示 的 。 
类 似 于 a 一 /N FT eh , 作 以 下 的 极 分 解 ， 
ay—aj = VY xe, al —a =e” af! sí, (10.9) 


Am 
WV! d= (aj —a;)(ai—a; ) = (X, — X;)! - CP, +P.) 
(10. 10) 
称 为 “关联 振幅 算 伯 ”, 它 与 “操作 相位 算 符 ” 对 易 : 
fe? of — 0, (10. 11) 
分 还 是 .3 的 本 征 态 ,本 征 值 是 | 2D ,代表 一 个 振幅 ， 
LAIP =l. (10. 12) 


结合 (10.7) 式 和 (10. 12) 式 可 见 , Lp Ro T EAKR- REA 
面 的 量子 纠缠 。 
由 于 e* 是 乏 正 的 ,是 厄 米 特 算 件 , 从 (40.7) 式 导出 角 算 符 ; 


P 


Í o NUM I 
P = y | (In 2—lng' ) | pip den =~ 5 In 


BH 1 | 


t 
Qj — Gs 
7. 
di — o 


CIO, 15) 
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注意 到 [ .x,@j] 二 0, 即 在 相应 的 c 数 空 间 ( 由 zi 一 zz 58 bc» 
轴 张 成 的 空间 ) 中 , (半径) 与 转角 对 易 , 它 们 可 以 同时 被 精确 地 
测量 ,这 就 说 明了 为 什么 | 站 缠 含 了 关联 振幅 -操作 相 纠 缠 。 这 一 
尽 要 在 单个 (x;,p;) 的 相 空 间 中 的 情况 截然 不 同 ,与 (x;,p;) 对 应 
的 算 符 对 吻 关 系 为 LX,,P = 让 ,相应 的 海 和 森 堡 测 不 准 关 系 
AX,AP ,~ 大 , 当 把 这 个 直角 坐标 下 的 小 方块 面积 测 不 准 量 转化 为 
半径 - 角 极 坐标 系统 时 , 测 不 准 量变 换 为 一 个 扇形 面积 RiAOAR,， 
即 与 转角 0 及 半径 R, 二 Vri 十 对 应 的 两 个 算 符 之 间 不 对 易 , 所 
以 不 能 被 同时 精确 地 测量 。 


10.2. E35 XX Det 2 
为 了 进一步 揭示 与 | 作 有 关 的 新 的 量子 纠缠 概念 ,注意 到 在 
量子 力学 中 除了 基本 对 易 关 系 [LX,P]= 法 外 ,还 有 一 个 定义 得 不 
是 很 完美 的 对 易 关系 | 9, 一 i35 Sih MRE 9 对 应 于 | 力 表象 
中 的 更 角 , 即 更 = | Eel po IRA A HATE Ci BER MU 
. a 
(al ay — d» Qo) | 7? = EN (+a; ) — a> (— n+ ai ) | | n> 
=| | Cefai t ea; )exp| — 3 E 
十 | 9 | Cea, eai) tatai | 0.0) 
一 n, (10. 14) 
可 见 双 模 粒子 数 差 与 o RC iE EAE. RAE. p 


象 又 提供 了 讨论 数 差 - 相 纠缠 的 载体 , 即 尽管 
[didi — à» d? e? | -一 一 e?, ( 10, 15) 
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也 有 
[更 ,aa ~aj az] = i. (10. 16) 
与 单 模 情况 相 比 ,尽管 al a, 与 单 模 光 场 的 Susskind-Glogower 相 


Wd e^ — a 的 对 易 关系 
十 | 


| U1 
[ai ai, e^ | —— ef (10. 17) 
5 (10. 15) 式 的 形式 类 似 ,但 振幅 (相应 于 光子 数 ai ai ) SHAG 
同时 确定 。 但 是 对 于 双 模 情形 , “关联 振幅 ”(a; 一 az ) (as —a1 ) 与 
数 差 算 符 对 易 : 
[ai ai —az as. (a, — a2 )(a —a:)] = 0, (10. 18) 
因此 它们 有 共同 的 本 征 态 , 它 蕴 含 了 数 差 -关联 振幅 纠缠 。 

数 差 -关联 振幅 纠缠 的 一 个 实验 证 据 是 一 对 光子 的 计数 纠缠 
实验 。 设 从 一 个 光子 源 发 射出 运动 方向 相反 的 两 束 光 ,其 总 角 动 
BAS. ICR 1 中 加 一 个 起 仿 1, 则 光路 2 上 光子 被 探测 器 
接受 而 检测 到 的 几率 会 受到 光路 1 上 起 偏 器 1 的 取 问 起 偏 角 度 的 
影响 ,而 不 管 这 两 路 光 分 隔 得 有 多 远 。 这 种 纠缠 性 可 以 解释 为 :由 
PICHON A A oS Ff 

J © k = hlag (k)ar(k) — af (Dark) ], (10.19) 

AF ag (kK) (UREN k 的 右 旋 光子 的 漂 灭 算 符 ,ar(k) 则 表示 左 
TE mi dx sJ ek Ej WIRE AIT Ca ag )(ag—ar ) 的 对 易 子 

[J * k. (jay — ag (ag — a1) ] = 0. (10. 20) 

表明 J "大 是 一 个 守恒 量 。 光 路 1 中 起 偏 器 的 转动 改变 了 左旋 偏 
振 瑟 右 旋 偏振 的 比例 ,所 以 发 生 上 述 光 子 计 数 的 关联 现象 。 

以 上 讨论 表明 纠缠 态 表象 | 的 建立 不 但 能 反映 二 粒子 相对 
坐标 -总 动量 方面 存在 的 纠缠 ,而 且 导 致 了 新 的 纠缠 性 即 数 ( 关 联 
振幅 )- 相 纠缠 的 发 现 ,这 种 纠缠 体现 在 以 下 两 种 情形 中 

关联 振幅 < 一 > 相 9; 


关联 振幅 *>i c OO IOTER, 
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关于 后 一 种 情况 ,量子 力 季 中 还 有 为 一 个 例子 , 那 就 是 电子 在 
均匀 磁场 中 的 运动 ,其 角 动 量 与 轨道 半径 的 平方 算 符 是 对 吻 的 , 它 
体现 了 三 种 纠缠 ,注意 这 是 电子 与 磁场 两 体 相互 作 用 的 结果 。 


10.3 基于 双 模 数 差 和 操作 相 的 广义 Jaynes- 
Cummings 模型 


能 描述 光 与 原子 相互 作用 的 最 基本 模型 是 Jaynes-Cummings 
pim. 


H = oa at 19. Als atao) — (10.2D 


式 中 心 是 光 场 的 频率 ,2 RE ECT EK XE IUE Lo. 是 泡 利和 矩阵 ,4 是 
光 场 与 原子 的 耦合 常数 ,a 是 光 场 的 产生 算 符 。 两 能 级 系统 由 泡 
利 自 旋 算 符 描述 。 在 文献 L91j 中 曾 提出 用 建立 超 对 称 生成 元 的 办 
法 对 角 化 五 。 以 下 将 用 双 模 数 差 算 符 和 操作 相位 算 符 构建 一 个 
J SES) J-C 模型 ,并 用 超 对 称 办 法 解 之 。 


新 建 十 C Bm nhs E E” 
X —(a! a — b! b) - 72. Q (o. [45 Va a— b i 
+ VaTa - 8 b, [2 ), (10. 22) 


式 中 “~” 是 操作 相位 算 符 。 为 了 给 (10. 22) 式 一 个 物理 解释 ， 
先 引入 态 矢量 


Apm = | d P4 | m.m. (10. 23) 
Va—b 
SREP | rs o> ENRE SLA RAS, AT RR 
^o ss RUE da —h | 
a a—b b. /tet = (10, 24) 
LE b OA C -— ) 24. 
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多 证 
(a a—b! b) || Am — (ala —b' b)s( a’ =A) | m.m? 
q — 
BI 上 外. 必 ,m> 是 一 个 数 - 差 算 符 的 本 征 矢 。 基 于 此 ,给 H 的 物理 解 
释 是 ;由 于 
azo z Il A.m?- |My lmm, (10.26) 


(10. 22) 式 中 o4, ec Va a 一 b b 项 代表 原子 受 双 模 光 场 净 数 
差 的 激发 从 下 能 级 跳 到 上 能 级 ,在 这 个 过 程 中 相互 作用 与 
Va ad 一 b 5b 成 正比 ;而 (10. 22) 式 中 的 另 一 项 va a—b bb 
Jiro 则 代表 相反 的 过 程 。 这 种 情况 也 许 会 发 生 在 双 光 子 介 


质 中 的 非 线 性 过 程 ( 非 线 性 增益 或 吸收 ) 中 (取决 于 光 的 两 种 模式 
相互 竞争 的 结果 )。 不 难 证 明 上 .52> 张 成 一 个 正 交 .完备 的 空 
IH] : 


X > ltem Cum =l, (10, 27) 


CA jm iym = TEE o ( 10. 28) 
在 明确 了 (10. 22) 式 的 物理 意义 后 ,构造 相应 的 超 对 称 生 成 元 : 


TT 0 01 
| — f TG ; 
Va q-—h b -一 一 一 ) = — ——p-—-—— = | 
a 一 7 Va a—i a—b b jd — = 0 
( 10. 29) 
ET o emt. cw 
^s NEL ; aja c DE u —b MEI i 
Vt 
0 0 
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以 及 
aa’ —b b 0 
N —a'a—b b+ 6, 3 = 0 jab bl 
(10. 31) 
则 从 对 多 关系 (10. 24035 Pauli 矩阵 的 对 易 关 系 ,得 
Y=0=Q", [Q.Q] = No, (Q.o.) = {Q’ ,a,} = O0, 
(10. 32) 
N = {Q,Q'}, [N.Q] 2 [N,Q ] =0, (Q’ —Q)? =—N, 
(10. 33) 
式 中 { . } 代表 反 对 易 关 系 。 根 据 超 对 称 量 子 力 学 的 理论 -所 ， 


称 (N,Q,Q ) 是 超 对 称 生 成 元 , 取 
] 


- Jaa —b b 
N 一 ”~ > C10, 34) 


则 有 
CN ,Q] = 0， rN? ,Q |= 0, 
EXN—T ZA IE NI CSET TREENJL: 
T= exp[ — EN (Q' -Q | 


2 
€ DETE EM oo 1 o en 
= 2 Geils} =D +% up ;) 
1 + 2 上 -1] 
| FQ -Q | 
— cos 2 — sin 5 Pi —Q), (10. 35) 


则 有 
T^(Q--Q'OT = cosó(Q-- Q' ) + sind — [Q' Ql. 


(10. 36) 
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注意 到 
(Q' —Q)o, ——o,(Q' —Q) ——(Q-4-Q'O, (10. 37) 
故 有 


Tao 一 0 一 A[Qi »Q |cos 0 — AQ )sin0, 


(10. 38) 
引 人 矢 谐 量 A 一 0 一 w, 在 荆 变 换 下 
TXT= T |&N + Fo. — 3 HAQQ) |T 
= wN 十 (Acos 6 — a —~sin6) (Q+Q'") 
2 /N 


: A | 1 w 
asind— 4 cos) l rg! go 2 
+ (Asin — 5 cos) IQ qQ1-5. 


(10. 39) 
Ye 4 满足 
2À l 
一 = — tan, (10. 40) 
A JN 
故 (10. 39) FRE BY 
TÆT = oN + 55 一 站。 (10. 41) 
5-5. 2 


必须 指出 ,方程 (10. 40) 是 要 在 NN VE 
理解 的 。N 的 本 征 矢 是 双 模 Fock zx BI PRA IM m SIRS 


akal o - (C) o (imis m 


0 E " Na m? 


V^ ul = | 


Q 
Woy “一 | j= NV, l, > 10. 42) 
2,441 lA; + 14m) | vod lm ¢ 


满足 
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NY — CN, 十 D Piet 


(10. 43) 
NW, y 41 — CA 十 12 V5. i 
5 0 BUB 
ZA l tan, (10. 44) 
A a+ 1 


(10. 41) 3X E 


(TOH T) Pis — E Ny 十 1) 十 二 7 一 9 2 vius , 


一 ，， (10. 45) 
CT IW. = LE 534 ws. , 
而 IVA +i * TW; E JC ELA fi AK: 
= cos (IM asin (Ss) 
eun = 871 o 2| M+ lym)! 
y | 0 | | A | Md (10. 46) 
wn cc ON AW Lam) 2 o | 


以 上 超 对 称 变化 对 角 化 了 (10. 22) 式 。 注 意 以 上 的 讨论 不 适合 于 


态 | ,0,m> 和 | 个 ,一 1,m), 这 是 由 于 .WV? 作 用 于 这 两 个 态 上 会 
造成 奇异 性 。 不 过 ,可 以 看 出 


HE | v 50,m)> -—ini v ,0,m), 
(10. 47) 
HIA, —1,m) = (—o+ 8) A, —1,m), 


所 以 这 两 个 态 也 是 光 的 本 征 态 。 


10.4 K-REN FH Wigner 函数 及 其 边 
绿 分 布 


前 面 已 经 知道 ,在 坐标 -动量 相 空间 中 Wigner 函数 的 主要 特 
氮 古 它 的 边 绿 分 布 分 别 给 出 测量 粒子 在 x 坐标 上 的 几率 和 在 p 
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动量 上 的 几率 ,于 是 自然 就 会 联想 到 是 人 否 存 在 一 种 与 粒子 数 - 相 位 
有 关 的 Wigner 分 布 郧 数 ,其 边缘 分 布 分 别 对 应 于 测量 到 粒子 数 
和 相位 的 独立 几率 呢 ? 

] 


由 于 量子 光学 中 Susskind-Glogower 4H 5$ £1 e^ = AE 


个 是 严格 意义 下 的 么 正 算 符 ,2 也 不 是 龙 米 特 算 符 ,所 以 要 在 单 模 
Fock 空间 中 引入 相应 的 数 - 相 Wigner 函数 ,使 其 边缘 分 布 有 明确 
的 物理 意义 是 困难 的 。 但 发 现 如 果 采 用 操作 相 算 符 及 双 模 Fock 
空间 中 的 数 差 算 符 来 引入 相应 的 操作 相 - 数 差 意 义 下 的 Wigner 
昌 数 则 是 可 行 的 ,其 原因 是 操作 相 算 符 是 么 正 的 。 例 如 从 ai 一 az 
及 al 一 az 的 共同 本 征 态 | 分 可 以 导出 


2T 
| nasr) = +, dg | n= re’®>exp(— inap), (10. 48) 


a 


2T 
用 (10.7) 式 中 的 e* 作 用 之 ,得 
e 9 > 二 —]l, > ， 
e | ma? =| na — lor (10. 49) 
e? | Na .r? = | ni +t l.r), 
(10. 48) SUAS WK FE 
^ | nasrdexplingg) =| p. (10. 50) 
id N,—a; à 一 Q2 a» Md, Na 1—i. 
由 于 |nz ,7 是 完备 的 表象 ， 
2 NS | ng gr i=], 
" (10.51) 


Cnasr | nasr? = 730 — r)Ó, ,x ， 
器 可 以 利用 |na,r) 讨 论 数 - 相 Wigner 函数 。 引 入 相应 的 特征 郴 数 


C(s,0) 三 Trfexp[iGG6 一 CN]o)， 0 xz 0« 2n, (10.52) 
式 中 6 是 密度 矩阵 。 利 用 (10. 51) 式 ,可 以 把 o 展开 为 
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P= p =f dr’?Q Qua (rs r) | nr ngsr |. 


d^ 7? "j 


(10. 53) 
式 中 
Qh on, = nasr | p | nasr > (10. 54) 
于 是 有 
Cis A= 之 有 > far” o (oT) 
. exp(— 5 SEY eq ar | e"? expC—10N,) | nasr? 
- & Jor Y; Jara Quay (rer) 
— oo d oc 
wc 2) oor | ny — ssp expl lna) 
一 > fer > far’ Quin (1s r) 
ng 一 一 cc 
/ . i sÜ 
© Oy, D I — r)exp(— i Ona dexp(— - ) 
— 1 50 
— | E (r,r) exp(— > Jexp(— Una), 
(10. 55) 
特征 函数 与 Wigner 函数 的 关系 是 


on P 
Wn. — x 2 3 dóC (s,O)exp| — ilps — 8n4) | 


=>) 3 JàrQ,, us (Tore *8(—5 n—n) 


有 -一 一 全 n =e 


= D |dzQ ap OD, (10. 56) 
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Wn, p) — Jar > C mrle nne, 


( 10. 57) 
于 是 有 
Swop- [wx 3 [81 Eole t] 
= ref |o] y = eese (pa) Jew 
-fez f de f” d dp Gf — ref | p| = ret) 
(—'S* eo) 


e ps 


* (9 — p exp 
je Spe 


= |dr| de (n = ref | o| 7 = réf d(o—¢) 


exp 


, = rel? = rel? yer efs 
ruv pi 


一 Ja af = re? | o| y = re?) 
= Po, (10. 58) 


这 表明 数 - 相 Wigner PROC — DARA fi 1E E 23 8 PBL. 
丸 一 方面 ,对 W(n,9) 的 角度 部 分 积分 ,得 


| Wa. 9de— > Jarg gan) 


— [aQ rsr) — P(n), (10. 59) 


这 正好 给 出 了 两 种 模式 光子 数 之 差 的 分 布 。 

以 上 讨论 表明 在 双 模 光 场 情况 下 ,利用 操作 相 算 符 与 纠缠 态 
表象 及 其 诱导 表象 ,使 得 数 差 -操作 相 意 义 下 的 Wigner 函数 具有 
明确 的 物理 意义 , 即 其 边缘 分 布 分 别 给 出 相 分 布 函 数 与 数 差 的 分 
布 。 
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5 KA 


l. AA AAP ALAS n a [2s RKA — PICA REE 
Maa. Et Ep Pe eS? 

2， 对 上 述 输出 态 , 求 von Neumann fij. Hie MA 

o = Tr’ | n,n ?n,n | g'. 

式 中 A ECAR ab RB REB C2. 81) 式 给 出 。 

3. 为 了 描述 光子 的 偏振 情况 ,例如 描述 左旋 、 右 旋 或 圆 偏振 光 , 在 经 典 
光学 中 常用 一 个 相差 来 表示 ,其 推导 如 下 : 

“RICE x,y 方 同上 的 电场 分 别 是 

E, == Ay cos( wr +- ô; ), E, 一 A; cos(wt + à ) ， 
那么 在 这 两 个 方程 中 消去 wi, 得 
Gal + (È) -25 P2 cosô = sinó, ô= ð — ô, 
(il UT FA ERIE : 
Es = e = exp(). 


现在 可 以 尝试 用 量子 相 算 符 来 描写 À, CE 


üg £ + ar g " = gu, get, 
V ag g*+arg 


AF a ,ar THEA KE. Ae te EF EKA. ALAA REE FE eY 
可 以 是 e* 的 量子 对 应 。 


第 十 一 章 
多 模 连 续 纠 绰 访 表象 


11.1. Hae As HOGAR n) ERRER A S 
态 及 其 性 质 


前 面 2. 4 节 已 指出 用 分 束 铝 可 以 生成 双 模 纠缠 态 , 本 节 将 进 
一 步 讨论 怎样 用 分 束 器 生成 三 模 纠缠 态 。 首 先 引 入 形式 较为 简捷 
且 与 角度 0 相关 的 三 模 态 ”. 


E -exp — i 7| +j] o |?» +a; lai —7*)cos? 


十 az (ay — o* )sinÜ + nai 上 oa | | O0,0,0>, (1l. 1) 


0 的 物理 意义 将 在 下 面 给 出 。| 7,c?e 满足 以 下 本 征 方程 组 : 

(a; — a; cos0) | y.0>9 = 7 | 9,00, (11. 2) 

(a; — a1 sin) | nore = 0 | Mode, (11. 3) 

(a; — a1 cos — aj sinf) | g,o02s =— ('cosÜ--o*sinO) | 4,04. 
(11. 4) 

经 过 适当 的 组 合 , 上 述 三 个 方程 可 转化 为 

(X, — X;cosÜ — X;sinO) | 7.056 =— /2: cosÓ -- o sin) | Oe. 
(11. 5) 

(P, + Picos + P»sin0) | 3,056 = /2(95cosÓ 4-o;sinO) | 7,09, 
(11. 6) 

(a;cosÜ — a,sin9) | 7,0>9 = (ocosÜ— nsin | 7.0», (11.7) 
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由 
| 0,0,0><0,0,0 | = : exp(— aj Q1 — à; a9 — ai à; ) . (11. 8) 


Ay LAWERA | 9.055 是 完备 的 : 
2 à 2 2 
jeu | popoa |=| EES : expL—| 91^ —| e |. 


十 "(aj — azcos 0) + 7% (a, — ai cos) 
+ o* (a; 一 ad sinÜ)--o(aj — asin 0) 
十 cosbal ai +a,a;) 4- sinÜCad ad +aa;) 
—aj a, —az a, —aja;]? 
=: expla; a; (cos + sin? @—1)]: = 1, 
(11. 9) 
引信 三 模 相 干 态 的 完备 性 ,可 以 计算 内 积 


3 2 
7 / [| d Per / / 
e 《7 oO | q0»— | Ux 1 a € sO | 之 ] s9 ,a 2 Ki 929 922 | 7,029 
i=] 


+ dz, À , | 
=|II Ei exp|— 2; | zi |^ d- zs[ (zi ~ 7 cosh 


i—] =] 
+ Gs —60sin0 ] + z$[ (x 1— 7" )cosé 
+ Gi—o')sinÜ]--?zi--6z 4-9» zi 十 0 z 


-;d gl lel g s 1» 


2 
| i S exp(—| zs |'[1— cos(8 — 8^) | 


x 
-- zs Op — 9 cosh + (o—o') sind’ | 
+ 23L(y* — 3'2cos8-- (6 —o*)sind] 3-9" $ 


tes mle Hol 4 0 Ps |*) 


B | 1 ; 
= 0 0 PT as 5L O Tos 


十 (ac 一 oa)sing | Gf^ — 2'2cos8-F (0 —o*)sin6] 


第 十 一 章 ”多 模 连 续 纠 纺 态 表象 220 


十 六 9 十 oo 一 到 (| pH al +l grep. 
(11. 10) 
特别 当 0—0 时 ,由 9 PRA ARR RIA 
lim 二 exp( 一 去 |a P | = nlala”), (11. 11) 
(11. 10) 式 约 化 为 
04 ,0 | N0 = lim| 一 | (y— 7 )cos0+ Co — o sinl d 
. exp| 114-9 ^8— FC 2| csl 
Hg P e | 
] 7, / ] Is x 
= rexp| L^ GI T e aga — 
] / ] _ . 
T9 (ac 一 5 ) + oc — 0 J 
。 ó[ (9— 9 )cos@+ (6 — o )sin] 
- OL (n*— 9 )cos0 4- (o*— o" )sin6], 
(11. 12) 
XXX BH | poo 态 是 部 分 正 交 的 。 对 于 |w,0)6 这 么 一 个 理想 的 三 模 
Yes ,用 什么 样 的 简单 实验 装置 去 实现 它 呢 ? 已 经 知道 一 个 理 
想 的 无 损耗 的 透射 -入 射 比 为 50% 比 50% 的 光 分 束 器 可 以 把 人 射 


到 它 上 面 的 两 束 相 互 正 交 的 极 大 压缩 态 ( 分 别 是 ay 模 与 Bi BO 
纠缠 为 一 个 Einstein-Podolsky-Rosen 理想 纠缠 态 , 记 为 


| »-—exp(ai Bj ) | 0,0). (11. 13) 
以 此 态 为 基础 , 作 进 一 步 的 变换 ,使 
I = ài cos Ü-4- aj sing, (1l. 14) 


就 可 把 (11. 13) 式 转变 为 
> 一 exp(aj Bj ) | 0,0»-expl aj (a! cos0 + aj sinf) | | 0,0,0> 
一 | N = 0,0 = 0»$, (Hi. 15) 


226 从 量子 力学 到 量 了 于 光学 一 一 数理 进展 


它 显示 了 as MOSS a ,az 模 相 耦合 。 物 理 上 ,变换 (11. 14) 式 
相应 于 这 样 的 现实 :即将 Bi 模 光 射 到 一 个 极 化 方 回 与 xc 轴 成 9 
角 的 起 侦 器 (一 个 起 伪 需 只 能 让 光 的 电场 在 某 个 方向 通过 ) 后 分 拆 
为 两 个 相互 正 交 的 在 极 化 方向 上 的 (ai a2 ) 模 , 则 它们 与 a3 模 
组 成 了 y=0,c==0% 态 ,9 就 是 起 偶 器 的 极 化 方向 与 水 平 线 所 来 
的 角 。 类 似 地 ,用 一 个 光 分 东 器 也 能 将 人 射 其 上 的 Bi 模 分 解 为 
ay 与 cz Bi. 
注意 到 
| 7,0) = Dı) D; (o) | n= 0,0 = 05s, 

式 中 

Di (p 一 exp(7al — 7*a1), 

D; (o) = exp(aay —2'a;), 
就 可 以 借助 于 两 束 激光 场 ( 分 别 按 振幅 为 |7| 和 |o|, 相 为 e**? 和 
ee? HE Hill) FLIED AEF | 9=0,0=0>9 的 光 场 制备 到 | OD 态 。 


图 11-1 
图 11-1 中 aj ,as ,as 代表 了 纠缠 态 为 | 7,026 的 光 。 
Fi. oo 的 完备 性 可 以 解 右 干 动力 学 问题 , 它 也 可 以 被 用 作 
为 量子 隐 态 传输 中 三 个 人 之 闻 的 量子 通道 ， 
用 别 的 物理 过 程 也 能 产生 连续 的 三 模 纠缠 态 , 它 们 也 能 组 成 
一 个 量子 力学 的 表象 , 详 见 下 节 。 
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11.2 HDC Ras als E bee Fer ENR 
连续 纠缠 态 “ 


| 入 男 一 种 三 模 Fock 空间 的 连续 纠缠 态 : 
|a, sechhexp| =$ (| a |? + y |?)4-aa| 十 yai 


+a; (aj —a')sechA--a; (ai — Y' )tanhà | | 0,0,0>, 


(11. 16) 

式 中 a,Y 是 两 个 复数 ,4 是 实数 。 这 个 态 撩 量 是 值得 关注 的 ,因为 
由 TWOP 技术 可 证 明 它 是 完备 的 : 

ded / 


la, Ya CQ， 7 | 


m exp 一 | a |^ —| Y |? --a(a; — assech2) 
J-a'(a, 一 ay sechaA) + Y' (a4 — a; tanhA) 
+ Yla} — astanhA) + sechA(ai a? + aia?) 
C-tanhA(ad aj 4-a;a3) — a; al 一 az a; —ai a; |? 
-| dedy : expl (a; —a,tanha)(a; — aj tanh A) 
十 (ai —a;sechA) (a, — ad sechaA) + sechà laf ad. 十 alay ) 
十 tanhA(ad aj -Fasa3) —a; a; — ad a; —aia5]* 

一 : exp[ aZ a; (tanh’A + sech!À — 0]: = 1, (11. 17) 
因此 ,此 仿 可 以 形成 一 个 新 的 量子 力学 纠缠 态 表象 。 那 么 ,如何 用 
物理 仪器 来 实现 它 呢 ? 如 2. 4 节 中 所 述 ,用 一 个 光 分 束 器 制备 好 
一 个 理想 双 模 纠缠 态 expla1 az ) [0,0212 , 再 把 模 a; 代表 的 光束 
射 人 一 个 参量 放大 器 的 一 个 端口 , 另 一 输入 端 为 真空 模 10>: , 则 态 
exp(a; az ) 0.0514 55 | 05, 就 经 历 以 下 变换 . 

Sa exp([aj a; ) | 0,0,0» — expla! (ad cosha — asinhA) ]S5 | 0,0,0> 
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一 sechdAexp(a; a4 coshA — a! a;sinhA)exp(a; az tanhA) | 0,0,0> 
— sechAexp(aj ay sechA+ a4 a? tanha) | 0,0,0), (11. 18) 
再 用 以 下 平移 算 符 作用 之 ,得 | 

Di (2) D4 OD Sas expla; az ) | 0,0,0) =| a,»»1, (11.19) 
读者 请 注意 (11. DASAL 16) 式 的 区 别 。 


11.3 DORA BARBER 


作为 (11. 1) 式 的 推广 ,以 下 构建 四 模 纠 缠 态 . 
| 3.6. De =exp| 一 方 (| 2| | ol 十 | r| Caz mr”) 
* Cal 一 人 7)cosbcosp 十 (aa — t')(ad —9") 


。Ssin bcosp 十 (ai — 7*)as cosbsinp 


+a, (aj —6')sinÜsing4- Nay 十 Gay ttal | 0,0,0,0>, 


(11. 20) 
为 了 了 解 此 态 的 性 质 , 把 a, (一 1,2,3,4) 作 用 于 它 ,得 
ai 一 了 7 (ai — 
az — 0 PPM M ~) (as — 0) ' PT 
às — T | M 0/|(a —0! 7 
Qs as 
(11. 21) 
式 中 
(mee eoe MM (11.22) 
sinÜcosq  sinÜsin g 


3| A EZE ERE 
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0 0 — sino cos¢ 
— sinf  cosÜ 0 0 
p. | cos?  sinf cose sing 
V5 2 42 Vi 
cos Ü sind cosy sing 
V2 V2 V2 V2 
DD= DD = I, = (11. 23) 
可 实现 以 下 的 对 角 化 
0 0 0 0 
0 My, ~|0 0 0 0 
n )=5 D. (11. 24) 
M 0 0 0 —1 0 
0 0 0 1 
于 是 可 把 (11. 21) 式 改写 为 
a, 一 7 0 0 0 0 ay —9 
DI^ "i Mo, Tas = o 0 ofpe 一 EEA 
à — t | 00 —1 Ol lai—r T 
a, 0 0 0 1 ai 
(11. 25) 


1 (o,-a? ) p, dice 可 看 
/2 1 i 3 t /2i ? 


出 | NO, Teo ALLA FASE A F228 


(as sln 9 — Q4COS q) | 7,0, T) 6,9 = tsin Q | N90, To,p, 


把 (11. 25) 式 写 开 ,并 注意 到 X; — 


(aisin0— a;cos0) | 7,0, 6, = (sinh — ocos0) | 7,0,T0,¢) 
(X;cosÜ-- X;sinÜ— X;cos~— X,sing) | 360, D&, 
—J/2(7;cos0-- oisinÜ — ricos p) | 3,6, s, (11. 26) 
(Picos -- P;sinÜ-- Picos + Pisino) | 90,0, 
—/2(n2cos 8+ o; sin Ó + ™COS@) | 7,0, 26. 
可 以 用 IWOP 技术 证 明 
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[2 dd sin? g | MO. a¢a¢6Ho.7T |= 1, (11.27) 
物理 上 能 实现 这 种 四 模 纠 纺 态 的 办 法 如 图 11-2 所 示 , 图 中 有 一 个 
光 分 束 将 和 两 个 起 偶 器 ,起 修 方 回 与 水 平 线 夹 的 角 分 别 是 和 9。 
两 个 起 仿 右 的 输出 问 的 四 个 光 场 模 是 纠缠 的 ， 


bi 起 偏 器 1 2 
TES) RE 
b, 
3 
起 偏 器 2 4 
图 11-2 


设 已 制备 好 了 双 模 纠缠 态 exp( by bz 00,05 ,起 偏 器 的 功能 使 
bi — ay cos 0 十 az sin? == Ry (Aa; RU (9) ; 


bj — a3 cos ?-- a4 sing = Ra (pai Ra (p). 
于 是 有 


exp(bj bj ) | 0,00— R4 GR; (A exp(Caj ai ) | 0,0,0,0» 
= expl (aj cos P+ a4 sin 9) (ai cos 4- a7 sin) | 


.| 0,0,0,0). (11. 28) 

再 用 平移 算 符 作用 之 ,得 四 模 纠 缠 态 ， 

Di ODD; (0) D; (OR (o) Ry; (expla; ai ) | 0,0,0,0> = | 7.0, O6, 
(11. 29) 


11.4 =e Saaz?! 


如 同 从 EPR dn] EASE tb 53 (p FY 2 48 AS. M TR AS 
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7,0)o 也 能 导出 一 类 与 荷 相 关 的 纠缠 态 。 邻 —|le*.o- loe, 
由 (11.1) 和 (11.2) 式 可 以 求 出 


元 | 7,0)0 一 1|7| (e "a; cos0+ ea: ) | 1026 


= iCaj 7'cosÜ-- aj m | 450%. 


(11. 30) 
3 | pooe=ilo| Ce aj sinÜ-- ea? ) | 9.06 
— i(a4 o" sinÜ 4- a7 0) | 7.026. 
于 是 有 
(ai a, +a; a? — aj a3) | 1020 
—[ai nn 十 ado 二 as (9* cos J- o* sinO) | | 7.0?» 
-—i(7 +53) | 1,00. (11. 31) 


Dz(aj aj 十 az 2 一 C3 as ) 的 出 现 提 出 这 样 的 问题 : 当 光 子 由 光 鹏 
中 两 个 能 级 日 发 地 辐射 出 来 而 被 第 三 人 能 级 吸收 ,相应 于 这 个 过 
程 如 何 建立 一 个 本 征 态 集合 ”注意 到 与 al a 十 az az 一 ad as WH 


IDA RAT : 
K = (ai cos@+ ad sinf — a;)(a,cos9+ a; sinÜ — ai ), 
(11. 32) 
R = (— aj sin8Ü4- aj cos (—a sinf + acos), (11. 33) 
[K,R]=0, 


W iq himno 是 D,K 与 R 的 共同 本 征 态 : 
K|q.kimeoe-—k|q.kime 
R|q,khinme-—niq,.kims, (11. 34) 
D | q,b;mne-—(q-cmnmiqg.kinse, 

AT SK qskimo. 

A = a cosl -l- a»sinÜ, 
B = az, & 11. 35) 


= A] sin Ü + à» COS Ü, 
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接着 有 
D = aj a; +ai a — a} a} = A A--C'C—B' B, (11.360 
K = (A' — BXA — B! ), (11. 37) 


而 本 征 方程 组 (11. 34) ABH 
(A‘TA+C'C—B'B) |og,k;n’ = (g++n) | qg kino, 
C'C| gek; =n | qrk3ndé, (11. 38) 
(A' —B)(A—B') | 9g,k;n) = k | gq,k;n)e, 
从 后 面 两 个 方程 看 ， 
| qsk;n)e =| Qk an C9] mc. (11. 39) 
式 中 19,&>A.s 是 双 模 纠缠 态 的 诱导 纠缠 态 ， 


da 


| goka = | On | Pape ^, n= Vke', (11. 40) 
而 
| Pan = exp(— DE + gA* — 7B’ +A'B' )ro,0 
(11. 41) 
显然 是 (A —B)(A—B' ) 的 本 征 值 为 17| =k 的 本 征 态 。 由 于 
C Clz2c 一 zacy 故 (11.38) 式 显然 成 立 。 于 是 看 到 与 三 模 连续 
Z2 4S | 7,c>e 相关 的 态 和 拓 有 1gq,k;n)o, 它 是 一 种 与 “ 荷 ” 相 关 的 纠 
wA. EAL 36) 式 投影 到 s<w,o| 上 ,有 


TUI | Cai ay 十 az à; — s a3) | qk; ndo 


.1 9 9 
=i(5, +38) 0,0 | q, bs no 


—(q-4- 700 | q, bim, (11. 42) 
由 此 解 出 
«G0 | gskindo = FC| n|, | o | , exp[ — ilqa 4- ng) ], 
(11. 43) 


式 中 下 是 一 个 待定 的 积分 常数 ,但 它 是 17| ,|c| 与 不 的 函数 。 
AK v. Ol. 38) 式 和 (11. 42) 式 ,可 知 
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<a | (al cos0 十 az sinÜ — a3) (ai cosÜ-- a; sin — aj ) | g,k;n)o 
一 | ncos + osin |^ /a | q,bin?g 
=k | qok; no. (11. 44) 


对 照 (11. 43) 式 可 见 
F(| 7], 1o |, 5) — 0C| 9cosQ 4-osinÓ |* —k), (11. 45) 


利用 | 7c>e 的 完备 性 ,得 
2 2 
| qsk;n)}o= | d | 7:06 06,0 | qi hime 


à 2 
=| cage | oe cosO+ osinO |? — ke mh, 


(11. 46) 
由 于 存在 狄 拉 死 9 了 消 数 ,所 以 可 将 上 式 看 作 是 一 种 Radon 变换 。 


11.5 用 IWOP RARE N 端口 线性 光学 网 
络 的 哈密 顿 量 


当 设 计 一 个 光学 网 络 以 满足 将 一 个 人 射 态 1v) 变 换 为 | u(y)》 
时 ,需要 把 描写 这 个 光学 网 络 的 哈密 顿 量 写 出 来 。 对 于 事先 要 求 
Ay A IER 
U: | v> | uly), (11. 47) 
HR ERTE 


U = |a POT (11, 48) 


它 作 用 于 入 射 光 学 模 就 能 起 到 控制 光学 信息 .数据 传输 和 量子 计 
算 的 作用 -” 。 例 如 一 个 2N 端口 的 光学 网 络 , 其 输入 端口 有 N 
个 模 的 光 被 转换 到 另外 N 个 输出 端口 。 设 转移 矩阵 是 MOD, 
M 一 M。 为 了 求 相 应 的 哈密 顿 量 ,在 N 模 的 相干 态 表 象 中 构造 如 
下 的 ket-bra BARRO 


- 2 
U, = |T] © exp(—| Zi |^) | Mz ;> Kz: ls (11. 49) 
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然后 用 TWOP 技术 积分 之 ,得 
D= | | Se exp D)( (一 | z |? + Quai M;z,;--zià; —à; a; ) | 


X 


— 3 exp| Xâ; ( Mj — Ô; a, |: o (11. 50) 
Es) 


由 算 符 公式 (11. 49) ,可 把 化 为 


U, = exp| 276 (InM);à, |. (11.51) 


若 要 求 U, 是 么 正 的 , 则 意味 着 (jn MD! =—InM, 4 InM=itR, 
A R' = 民 , 则 (11.51) 式 可 写作 如 下 形式 的 时 间 演 化 算 符 : 


U,C) = exp(it > a; Rya; ) o 
ref 


i iO 二 HU) ,可 见 相应 的 哈密 顿 量 
= — Xai Rya;. (ll. 52) 
例如 ,如 果 某 光学 网 络 的 含 时 转移 矩阵 
M=1+Ef(t), (11. 53) 
式 中 是 NXN MERE, E EPR: 
E | | 
Beli ce dd (11. 54) 
| 1 B 
并 注意 到 
F 一 1 十 WE + GE pu =14 5% 0). 
(11.55) 
比较 (11. 53) 式 和 (11. 55) 式 ,可 得 到 结论 ， 
JANE O 
M=, S LI fon, (11. 56) 


玫 一 个 全 对 称 ZN 9g L1 POE AE R3 FHR E Hp RS TS 
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H 一 一 人 J lai Eja;. (11. 57) 


以 下 导出 描写 N 端口 入 射 光 子 在 出 射 端 置换 的 哈密 顿 量 。 当 N 
模 的 入 射 光 子 在 输出 端 被 此 光学 网 络 重新 分 布 为 


a | a? ü3 see dN 


(11. 58) 


Hh. aly, a, allia, 


a Qi, a a 


它 相应 于 一 个 置换 群 元 素 所 引起 的 变换 "中, 用 相干 态 表象 构造 
相应 的 么 正 算 符 : 
v=|1I ET (zi. Zi, z;'tm n Zo  EtUzN) | 


pl 


: exp(— 2; | z; |?), (11. 59) 
式 中 


] 2 «we N 
(zi. E 


, , . E zj'tzN) = Cyn, 
i i» | E + UN 


(11. 60) 
用 IWOP 技术 积分 之 ,得 到 


N 
^ - d'z. ~ ~ 
UN =|] x exp( 一 | zi | 一 | zy |? +2, Ql + za 


^j a x^ x ^ ^ ^ - 
十 "证 ZaN 十 zl101 十 z202 bct B ENÓN 一 >a} à;) 
j 
. ^t^ ato ^t^ ^t^ Ye 
— exp(a; ai, + a2 Ai, Tee + angi, E 2 jà; dj 
j 
a, 


ao 


=eẹxp| (a; az … axOlhnCys| , ||, (11. 61) 


- GN 
例如 当 N — 2, Mu 


E 


l M 0 lai 
(io = exp! (ar. as nf \( | 
L. | € / 
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s -有 Ci a) 
所 以 描述 此 光学 右 件 功能 的 哈密 顿 算 和 从 


H, —— 5l — ai )(a, — a3), (11. 62) 


又 如 要 设计 一 个 光学 网 络 , 其 功能 是 把 人 射 的 三 束 光 转换 为 


根据 (11. 61) 式 ,计算 


0 10 on 
n= 0 li—lniR exp(i >] R'|, 
i Q O . AR 
exp( 一 1 ) 
(11. 63) 
式 中 
] 1 ] 
pat} eem) emi). 
] exp(— i47] exp(i ^ ) 
1 
R'GR = exp(i >} 
ex(- i) 
TX 
0 —1 1 
InC, 一 一 Si = 1 0 zi (11. 64) 
—] 1. 0 


相应 的 哈密 顿 量 
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H, = i (a — a a —a;) —(àj —ài)(à; — a)l = Hi, 


(11. 65) 
相应 的 么 正 算 符 
] 0 O Z| 之 ] 
. 3 d. 3 
Uc., =| JI —exp(— 2, Iz; |)110 0 Hig pdz]. 
i=] j=l 
O0 i Q Pa) 之 3 
, 0 1 Olíz zi 
| d ez: / / 
TI - P11 0 Ollz; ois | exp( — 2, | zl? ) 。 
r=] 0 0 1 z z j= 
(11.66) 
3 a do 1 
它 相应 于 两 个 变换 | _ | Al | 的 总 效果 。 对 (11. 66) 式 
d; a? C2 di 
积分 ,得 
0 —1 11fa 
Uc. = exp — fin £i az a3) i 0 ~—1] la 
一 ] OJ lg 
3 


= exp — fai aX. — az) exp| — FG — a) ae —à) | 
= Uis U caan o (il. 67) 
ERRAZA ETR ZE ERAL A ULE BSR PAL fg 


口 光学 器 件 来 完成 。 
11.6 多 模 连 续 纠缠 态 表 象 “ 


如 前 所 述 ,“ 被 动 的 ”光学 器 件 ( 如 光 分 东 器 .镜子 .光纤 、 光 泥 
合 器 .透镜 、 相 移 器 和 于 涉 仪 等 ) ,可 以 把 一 组 输入 态 转 化 为 另 一 组 
念 ,而 光子 关联 实验 可 以 由 线性 光学 多 端口 网 络 来 实现 ,多 端口 网 
络 起 着 把 和 人 射 的 光子 按 一 定 的 几率 重新 分 配 而 出 现在 输出 端的 作 
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用 。 设 一 个 量子 系统 由 单 光子 态 的 线性 组 合 表示 : 
mol 
| X00, = >) fiai (0 | 0.0.9.0), (11. 68) 


式 中 广 是 一 组 数 。 把 | 必 0)》 传人 一 个 线性 光学 器 件 , 则 出 射 态 
经 历 了 一 个 么 正 变换 UJ, 其 功能 是 


gi = D uf; (11. 69) 
光子 的 几率 分 布 守 便 要 求 
Sig k= Sine, (11. 70) 
T 1257 u, 必 为 一 个 么 正 群 的 元 素 ， HA ARTE: 
Sis. (11.71) 


FAA HE OCT HARB He passe 
U(t)a; (OU (t) = jus (aj (0) = aj CD, 


Ut) | C0)»; -一 2 fias (t) | 0,0, **:,0» 一 | OD); 11, 72) 


U(t) = 2; | 9O)»,,€4X0) |= e P, 


式 中 H 就 是 描写 此 光学 器 件 的 哈密 顿 量 。 

以 下 利用 SU(n) 群 的 性 质 来 构造 多 模子 纠缠 态 表 象 。 在 光 
学 仪 硕 中 ,有 多 个 输入 .输出 端口 的 对 称 光 学 网 络 是 光 分 束 器 的 延 
伸 , 所 以 用 这 类 仪器 可 以 实现 多 模 连续 纠缠 态 。 

记 SUG-—- DBERUBEZUSRN wi ,从 它 满足 的 乏 正 么 模 性 质 , 可 
Wl, 


m- l 


Dsus uh = 8, = l, (11. 73) 
现在 用 平移 算 符 DCE, ) exp £a 一 Sra;) 及 义 正 算 符 U.U 满足 


Vo 
F -7 ， - 
Db ur -M wa; C. > uH; dl, (11. 74) 
-1 pe. l 
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作用 于 态 天 量 


exp(a, b; ) | 0,0,-*,05,. (11. 75) 
得 到 模 的 态 ; 
n- l 


p= | DG Uexpla, b; ) |.0,0, 7,05, 
一 -TIp (£Dexp(a; Tua: )1 0.0, ,0>, 


= exp — 15 (Cla Yu. (a; —t)--0aj || 0,042.02, 


(11. 76) 
Bi tee Ao p ZY REOS 
用 (1.76) 式 及 IWOP 技术 ,容易 证 明 | 人 多, 态 是 完备 的 , 即 


| [五 Es | Ouau E |= Ji d pl SiC ^E Jatula’ —£ 


4- 6i Ui Cau; (a; 一 Ci) 十 Cia; —a; a; | — à, d, | ` 
ol 


. | 4 + i" x T * 

— 1 exp| > l(a; — a, u;) (a; — a,u?) +a, ua; 
TE 

| . Too tol. 

+ a, U —_ a; a; | (00g Gn | f 


| 


= t exp( >a, Ud, i—a,a,)? =1, (11.77) 
而 由 相 Pe AS< 2,2, | 51D, mp 
| vU ne 
Gym, | p|- la P+ Dima lee 


teen, (ri— t; ) +. E C11. 78) 
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KE lz ce|- 33] |e + M 
HED tore |}, 0170 
可 求 出 内 积 
T UE MEI D, 
- iiis CET E | z: E 


i= | 
tieu tp E E ttle ED 
i=] 
. uj ze Ex] 
n— l di z. nl wel m-l 
一 f| TT exp] — >, la PHD Dio) 
i i 二 1] i 二] k=] 
n—| 
° uiue Gy — 64) + 2; Gai C2) | 
ml nel 
= files Se CEPS 
i=] k=} 


— ZI uus — Cuius zp t+ Giur 4 
十 T. et g Saza] 


n=} 12? 
— s E eleo —z'vt' 


—Crvz + Ovo ] + (Cz £7 2)), (11. 80) 
式 中 为 简略 书写 符号 计 , 已 设 


并 一 | 
exp] — 5 2j ae t5 j= f. — 1.81) 
以 及 
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z = ((zj Zz Zma), (11. 82) 
f f 
Uiui u1u2 Uj; Uy} 
i 
lieth] Mou» 
“up, = == Uik’ (11. 83) 


^a o. Pe. 
Un T Uy, 1 U2 "et Us Wu. | 


而 I 了 是 一 个 (nm 一 1) Xn 一 1) 单 位 和 矩阵。 利用 积分 公式 : | 
fi Sžf- (Eee 


d - TN d Ta 
= de »" o) exp Gr o ol 1) , ) | (11. 84) 
式 中 BAC 是 对 称 矩 阵 
Cz ze) = (zr, g'e zi zoez) (11.85) 
RAHRGSBCRGERGRTISIGABIA \ 式 。 求 得 (11. 80) 式 的 积分 值 为 


2 5. - Ies T una mE 
-d'o-£^ ciel jas 
ZEE EC LLL 
I,—v Q -l fyg —C | 
do» aes pog. 
-fexp| C'v— 0") p GU - D E Cv]. 
(11. 86) 


例如 ， M n3. c= (7,0), C 一 (7 TOP Hu = =cosf,u.=siné, (11. 76) 
式 约 化 为 
| Ou >| 02s =exp| 一 方 (| nl? + a|) +a; lai —7*)cos? 
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+a; (az —o*)sind+ Nay eai | | 0,0,0», (11. 87) 
此 即 (11. DXX. 


11.7 “三 模压 缩 态 作为 一 个 纠缠 态 2"4 


本 节 将 证 明 算 符 
U = expl ir X, P; + X; P4 + X; Pi) 

一 个 三 模压 缩 算 符 , 它 对 于 三 模 的 正 交 场 分 量 表现 出 标准 的 压 
AU. EA PRHA TWOP 技术 寻 出 此 压缩 真空 态 , 并 讨论 如 何 用 
实验 装置 来 制备 它 ， 

由 于 X P, XP; M X: Pi 既 不 相互 对 多 ,又 不 形成 一 个 封闭 
的 李 代 数 , 乍 看 起 来 是 很 难 分 解 U 中 的 指数 算 符 。 所 以 求助 于 
IWOP RA. HEU 为 


P, | 
U = expjiir( X, X, X )A P. || eG ASPO- 
P, | 
© 1 0) (11. 88) 
A-|0 0 1l. 
] © | 


式 中 重复 指标 意味 着 求 和 惯例 。 
Uo! XU -— (e rà eX ; ` 


(11. 89) 
U` PU -一 (e^ ),P;, 
这 意味 着 
d 
Ulx =|A|: | Ax >， 
A= e", (11. 90) 


| A |= deta, 
所 以 U 有 以 下 表示 : 
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U = |dxU | ox |=) A d | Ax» | (11.91) 
用 IWOP 技术 和 以 下 数学 公式 
| drexp( 一 ix + io) = x! (det F)? exp( EF v), 
(11. 92) 
并 记 a 二 (ai,az ,a3), 可 以 导出 U 的 正规 乘积 展开 . 


U=r° ]A un dix: exp| — 131 + AA x -- 2 xia ' +a) 
|l ~ ~t ty O Tt 。 
z aa 二 aa ) 一 4 a : 


dl 
2 


detA 
_| 1+AA : exp| Aa’ +a) +AA) (Aa ! +a) 
| det( =% ) 
l~t + ,~ 一 上 . 
— (a a +aa)~—a a | "o (11. 93) 


4 N— AT DU BH 


U—lIAIT|N | exp] 5a (ANA — Da’ | 
: expla’ CAN? — Da]: exp| 5a(N^ — Da|. 


(11. 94) 
注意 到 A 二 1 ,TIT 是 3X3 AE, Fee H Cayley-Hamil- 
ton 定理 计算 可 知 


A -exp(— rA) = L er + 26% cos(B,) | 
-i e" + 2e? ‘cos (YS, 4 Za) A 
| 


2!* 
3,44 ta) la’, (11. 95) 


QUO 


一 一 1 er + 268 COS 
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Í g E 
N— AT D-- g f gj, 
8 8 f 
f=3te% 2e, (11. 96) 
g =e, 
3 


l r 3 12 
ple 2 2,4 


TES 


3 
] — 3r N J . d 2 
rAd-e P» ty | "P 30] +e) +e”) 


U =Cexp| 


; 3 
,| 一 3 十 er 十 ez 十 3er — 4e (1 十 ez)cos Mala 
| i= | 
+ 2e? e (12- e) 4- 2l +e" cos(8r + Ax) | 
. (ai a + as a J-à4 di) +207) ef (1 十 er) 4- 2€1 + e?) 


cos (Br 2 E x) al a; +a; az 十 dz a)? 


— | J i 
. apl Grae -DMa 


£40—6jaa;]]. (11. 97) 


BI 


式 中 


} 2 
C= AI IN] 3 m———————, 
(] +e") Vercoshr 
把 局 作用 到 真空 态 上 ,得 三 模压 缩 真 空 态 : 


0003 N82 
J | 0,0, 0>= Cexp| geT je ] ) 24 


+406) Sata! ]] |0,0,0, — (11, 98) 


BI 
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特别 当 er 一 0 时 ,有 
U | 0,0,0) ma ~ oF (= Da? +4 aia} ) 10. 0,0» 
i=] 
=| Jo (11. 99) 


引 和 人 光 场 的 两 个 正 交 分 量 : 
X, — Ci TQ tQ , 


V6 
P, +P: +P; 
X = 一 一 一 一 一 一 一 ， (11. 100) 
V6 
_ 
(Xi »X> | m 2 


它们 在 三 模压 缩 真空 态 的 量子 起 伏 为 


(AX)! 一 (| XL = =<0,0,0 Ut X?U | 0,0,0) 


1 4 LL l — 2r 
7132; (AA), = Te”, 
(AX; 一 (| XE p, = ip A =de, (11.101 


FATT Z (aR ETA É = 模压 缩 真空 态 呢 ? 我 们 希望 用 一 个 光学 
网 络 来 实现 把 进入 到 这 网 络 的 三 个 输入 端口 的 三 束 光 (其 中 一 柬 
Hir=0 TAR. PRE | 50» 69| p— 0 ,它们 分 别 代表 在 > 
方向 上 的 理想 最 大 压缩 光 与 在 之 方向 上 的 理想 最 大 压缩 光 ) 。 
| T = 0»; = p exp (一 Tar) | 05i 9 


| ; (11. 102) 
| p=0; =x exp (3a!) 0n 


这 个 光学 网 络 起 一 个 么 正 算 符 R 的 作用 , 它 有 以 下 的 功能 : 
下 | x=0, p=0 p=0—>| », 


j 3 
=exp| a (— 2j +4) aja} ) | 0,0,0>, (11. 103) 
i= ij 
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也 就 是 
Raj? —aj*? —a;*)R"' = Ra ' Fa’ R? 


=a'Ba', (11. 104) 
st, 
1 0 0 
E—|0 —1 ol, 
0 0 —1 
qo» 2 (11. 105) 
B= + 2 —1 2l, 
2 2 —] 
为 了 求 出 R, 设 


Ra'R!=a'G, Ra;R™ = Gua; =al, (11.106) 
则 由 以 上 两 式 可 见 ,G URW IE EA FERED E 


CEG — B, (11. 107) 
其 解 为 
d | 1 L 
B3 B B 
G=| 0 $ -5 (11. 108) 
V2 /2 o . 
|. j2 1d 1 
3 Je 6 
TEES] R SERERI VARIETAS ERU G 矩阵 构造 ， 
R= f x | G;z iG; | (11. 109) 


| 


3 d? 
HIT p pL ( 一 | zl t2 G;z;)+ zia; — aja, |: 
] 
: expla’ (G— Da: 一 expfai ( InGya]. (11. 110) 


| 
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A inG=itK,K' ==K, 则 时 间 演 化 算 符 是 RO) =exp(ita’ RKa)， 
相应 的 尼 米 特 哈 密 顿 量 是 
H 一 一 4 Ka, (11. 111) 


这 就 是 一 个 与 三 端口 输入 ,三 端口 输出 的 光学 网 络 所 引起 的 变换 
对 应 的 哈密 顿 量 。 


11.8 二 模 纠 缠 态 表象 下 Wigner ERAS) fh 


由 (11. OE Jt ES 
2 
| pue ud mop- 太一 GO 十 xi + X2 X3) 


ira 十 az +a; ) 4 Ee a; — 2a; + a3 ) 


m (aj + dz — 2a; ) Li az tal aj + az da ) 


~A (ai? tal? Fai?) | | 040,09, (11. 112) 


EIS ERIEN REZB : 
CX, — Xz) | 六 yy》 一 Mo | PY Ys? 
(X, — X3) | PX% = X | Po Xz X?» (11. 113) 
(P, + P +P) | byx»-—blbxoxae 
FA IWOP 技术 可 以 证 明 其 完备 性 : 
E © dpdyedy, | p,X2 sr X32> Pp, Xz ,Xs | 


-|  dpdy; dx : exp| 一 BE 十 Xi + YX) 


a6? 
ridi 十 az +a; — a, — às — di) 


c, — 2a; 十 a3 + a, 一 242 + a3) 
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+ (a 十 az — 2a; + a; +a: — Zas) 


3 


HID aa; Taa;) 一 于 (ai tai + 6a;'a;) | : 
=ie i=], (11. 114) 
GO.YssYs | D »YosYXO = EP — p08Cys — ys08€ys — y32. 


(11. 115) 
Ds X22 B] Schmidt 分 解 是 
l exp| 一 
/ 2x 
的 | x— yo? 69] x— ¥33e , (11. 116) 
nf WE usc ie ES. 
El pone FERN SE 
X Pos p geo og Ob p pepa) 


3x! 


pO E a | > 


— 


| 户 , yz， X3 >》 一 


3 , 

EXD ai piP ca — 2a; 十 as ) 
* :一 ] 

cg +a; —2a3 ) 


3 3 
-4 Xala] D | 0,0,0» C11. 117) 
n =] 
它 是 Pi— P, PiP; MX tX +X 的 共同 本 征 态 : 
$06 EXP +X) Debes bo = FX | Xo pa b) 


(P,—PDl|x»bb-—bIlxp:b (11. 118) 

(P) — P3) | xo pos Di? = ps |o Pob. 
XxX,p2,ps) 也 是 完备 正 交 的 。 下 面 在 纠缠 态 |p, xs ,X% > 表象 中 构 
造 三 维 Wigner AIF. 
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AC. qi — dz sqi — Q} sg Pi — P s pi — pi) 
=L || dpdy,dy,e^ | t — Pd — G2 — Xq 033 — X? 


e (&d- pq — G2 + Xasd1— g +X I> (11. 119) 
式 中 
Pi + pe + Ps = hs = qi + G2 十 93， 


= [q +g +q) p— (pi — 2p: ps) x (11. 120) 


— (pı + ps — 2p3) ys |. 
用 TWOP 技术 对 (11. 119) 式 积分 ,得 
A(A,ql 一 gz 91 — G3 ;4 Pi posi ps) 


3 、 1 - . i 。 
=<] : exp) - 2( 4 a — a; (ez a ~a) | 
i=] 
3 
= Ate». (11. 121) 
j=] 


式 中 o P pape nu Wigner 算 符 (4. 27) 式 之 积 ， 
所 以 (11. 121) 式 是 三 维 Wigner 算 符 在 纠缠 态 表象 中 的 正确 表 
示 。 在 (11. 121) 式 中 令 


Pio = Pi — P2, Pr = Pi — Pse 


(11.122) 
Xi2 = qi oqz, X13 = Gi — G3> 
并 对 A 作 如 下 积分 ,得 
| hdxadxsA po xiz» dt i piba) 
— 3< | X» P2 D3? Xs P2» P3 | , (11. 123) 
X> Po Py s Pa P}3 


这 说 明 Wigner 分 布 PRA C | ACA, X12 » X13 3 4 P12» Pis ) | 更 ?的 一 个 
边缘 分 布 国 数 ,就 是 正比 于 发 现 三 粒子 系统 处 于 质心 坐标 y 和 相 


对 动量 bil pu 的 几率 | <x, popalo | 万 一 方 


G 
C*ePo Pio Pa * Py 
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面 ,将 A 对 dad pi; dfi 积分 ,得 
ll. ded pi; dpis AQ X12 » X13 5g Piz s Dis) 


—3* | fs yss Ya? es Yos Ya | , (11.124) 


| Wi ps X2 » X3? | 怡 是 发 现 三 粒子 系统 处 于 总 动量 f 和 相对 坐标 
yi 和 X13 的 几率 。 

由 此 可 见 , 对 于 有 纠缠 的 物理 系统 , 态 矢 量 的 Wigner 函数 的 
边缘 分 布 只 是 在 以 纠缠 的 方式 去 研究 它 时 才 有 物理 意义 。 

有 关 多 模 纠 缠 态 和 多 模压 缩 态 的 文章 请 参见 文献 [106j]。 


第 十 二 章 
用 纠缠 态 表 象 讨 论 量子 隐 仿 传输 


12.1 分 离 态 的 隐 态 传输 简介 


在 介绍 用 连续 纠缠 态 表象 讨论 量子 远程 传输 问题 以 前 , 先 回 
顾 一 下 分 离 态 的 远程 传输 。 此 方案 首先 是 由 C. H. Bennett 和 
G. Brassard 等 人 在 文献 L107 中 根据 爱 因 斯 担 等 的 量子 长 程 关联 
思想 提出 的 。 文献 [108j 中 指出 , 爱 因 斯 坦 曾 用 了 一 个 词 “tele- 
pathically” 来 描述 两 个 粒子 组 成 EPR 对 所 存在 的 长 程 关联 及 其 
可 能 在 量子 信息 转移 中 的 应 用 。 

假定 一 个 观察 者 ,不 妨 起 名 为 Alice, 手 头 有 一 个 光子 或 一 个 


自 旋 为 亏 的 粒子 ,处 于 态 | ;而 Alice 本 人 并 不 清楚 这 个 态 的 具 


体形 式 , 他 只 知道 

pr=fl *ot+el vo | ft el =1. (2.1) 
f 5g 对 Alice BRAK. Alice 想 把 | 加) 传递 给 远 处 名 为 Bob 的 
另 一 观察 者 。 为 此 目的 ,Alice 与 Bob 必须 共同 享有 一 个 量子 信 


息 通道 , 即 他 们 两 人 共享 两 个 自 旋 为 5 的 粒子 ( 记 为 粒子 2 与 粒子 
3) 所 组 成 的 EPR 单 态 (也 可 以 是 两 个 光子 组 成 的 极 化 态 );: 
1 
| Vs» - Jd A», | y >3 一 | Y 22 | >), (12. 2) 
Alice 对 粒子 1 与 2 作 一 次 联合 测量 ,该 测量 是 以 Bell LAKE 
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的 ,两 个 粒子 组 成 的 四 个 Bell H 
TN — l 
vio - fid tol yo Fl oi fh». an» 


OP = ISU ADL ADL YD | 42, G24 


它们 张 成 自 旋 为 广 的 两 粒子 的 完备 态 矢 集 (其 中 一 个 是 关于 两 粒 


子 交 换 为 反对 称 的 , 男 外 三 个 则 是 对 称 的 )。 结 合 粒子 1 与 EPR 
态 (12.2) 式 ,在 Alice 未 作 测 量 前 三 粒子 的 总 态 矢 为 
| Vu» =| +g | yO| VW» 


= 5€ ^ i» | ^s» | Vo 一 | ^» | v2 | A>) 


/5 
B. 2 37 7T l 2 3 o 
Ted vol 42> | val 0] ys> | Aa» 
(12. 5) 
以 投影 算 符 | ia o Wir? MERIT | Viso ,得 到 投影 系数 为 
(Wis? | Piz?) =f | 50-5 | V3>。 (12. 6) 


类 似 地 ,用 另外 三 种 投影 测量 ,相应 的 系数 为 
AP | Wir = | tD +E yo — 2D 


nee Vs d oE] Ao, (12. 8) 


iz | Pa)= I + | (12.9) 
这 表明 | 一 2 > 可 以 展开 为 
| Piz? =3[ 一 Pirol A tg] Y) 


十 | ViPX—f15»-gl Y» 
十 | DOF] v tgl *&» 
十 | EOF] tgl AD] (2.10 
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易 见 这 四 种 投影 测量 的 结果 是 等 几率 的 ,各 为 二 。(12. 10) 式 也 表 


明 ,测量 后 Bob 的 粒子 3 会 立即 投影 到 四 个 纯 态 中 的 一 个 。 以 一 
个 列 天 分 别 代表 | y SI». 


y= C). PAYS L) | p> = (^) (12,11) 
则 C12. 10) 式 中 的 这 四 个 纯 态 分 别 记 为 


-人 人 人 ee 


, jJ > C ) ) (12.12) 
10/707 WM. of Be | 


例如 当 Alice 以 | viz ^» Ciz? | 为 测量 算 符 时 ,她 把 此 信息 用 经 典 
通道 告诉 Bob. Bob 就 知道 他 的 粒子 处 于 一 | 和 >, 与 Alice 原 有 的 
态 差 -一 个 无 关 紧 要 的 相 因 子 e"— —1, MAF Alice 的 其 他 三 种 
测量 方案 Bob 只 需 分 别 作 么 正 变 换 : 绕 xz,x 5j y 轴 转 动 ( 一 6.， 
0, 0), 怠 可 以 将 他 手中 的 粒子 复制 为 处 于 Alice RARER o? 
上 ,这 里 
0 1 0 —i 1 0 
6, = ( JI 5, = ( MI 7 = , i y (12, 13) 
注意 原先 为 Alice 拥有 的 | 多 > 态 ,在 经 过 测量 后 就 被 破坏 掉 了 。 


1.2 用 纠缠 态 表象 讨论 量子 隐 态 传输 "0 


以 下 要 讨论 如 何 用 连续 的 纠缠 态 表象 更 深入 ,详尽 地 研究 量 
子 通讯 。 例 如 ,对 于 量子 隐 态 (远程 ) 传 输 (Teleportation) ,用 纠缠 
态 表 象 可 以 从 理论 上 定量 地 分 析 计 算 被 传输 的 态 的 保 真 情况 ,也 
就 是 说 ,同一 量子 通道 对 于 不 同 的 输入 态 , 其 输出 态 的 保 真情 况 可 
能 不 同 ;对 于 量子 纠缠 交换 ,用 纠缠 态 表 象 可 以 算出 交换 以 后 的 态 
的 具体 形式 ,导出 新 的 纠缠 交换 算 符 ;对 于 量子 密集 编码 的 通讯 与 
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接收 者 对 密码 的 信号 采集 ,可 以 用 纠缠 态 表象 及 “ 相 测 量 ”( 也 可 称 
为 一 种 新 的 纠缠 算 符 ) 手 段 来 实现 。 
图 12. 1 为 用 连续 态 作 为 量子 通道 实现 隐 仿 传输 的 示意 图 。 


经 典 通道 
X(*tX4-g 


(Xz, P2) 


量子 隐 态 
(X3. P3) 《远程 ) 传输 


Kl 12. 1 
如 前 所 假设 , Alice 想 把 粒子 1 MRA Gn p) fe 28 xe Ab IP] 
Bob, tij Bob 共享 一 个 由 粒子 2 与 粒子 3 组 成 的 连续 纠缠 态 
(EPR UD Ee Ge +233» ps — ps) IHE IRIS AES AEB AS. 
BUE 


z: +r; = 0, p: — p; = 0, (12. 14) 
^j Y SCHUSCT Ba dS Gr fe ffir. Alice 进行 一 个 联合 Bell 测量 , 它 
把 粒子 1 与 粒子 2 投影 到 为 一 个 连续 纠缠 态 , 测 得 值 为 
titr = f, pi—po—g. (12. 15) 
由 于 粒子 253g EZ EB. T iiS Bob 具有 的 量子 态 
用 以 下 人 表征: 
rcc xicc fs p= pig. (12-16) 
Alice 3073 53-85] Cf, g) 值 用 经 典 通道 (例如 打 电 话 ) 告 知 Bob, Bob 
对 粒子 3 作 坐 标 -动量 平移 (f,g), 则 它 具 有 的 粒子 态 与 人 射 态 
(以 ,pi 表征 的 ) 相 同 了 。 
如 何 制备 EPR 源 呢 ? 如 在 第 二 章 已 经 提 到 过 的 ,最 简单 的 理 
想 实 验 闻 置 是 用 一 个 50/50 的 Beam Splitter( 反 射 与 透射 成 分 各 
占 50M 的 光 分 束 器 ), 而 最 简单 的 实现 量子 隐 态 (远程 ) 传 输 的 实 
验 是 用 量子 光 场 。 众 所 周知 , 光 场 E(t) 可 以 写 为 其 两 个 正 交 分 量 
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X 5P 的 组 合 ， 
EG) = E lac” -- a! e") = E,(Xcoswt + Psinwt). 
(12. 17) 


(coswe 与 sinet ARIES Me X 53 P 称 为 正 交 相 。 ) 因 此 ,每 个 光 


场 (每 束 光 ) 可 以 用 (X,P) 来 表征 。 例 如 (0,P) 表 示 在 方向 的 压 
缩 ,(X,0) 表 示 在 外 方向 的 压缩 。 把 这 两 束 光 以 图 12. 2 所 示 方 式 
输入 到 一 个 分 束 器 上 ,由 于 分 束 器 起 了 一 个 转动 的 作用 ,所 以 出 射 
光 为 

Bl YI p = 0) Q| x —0», 
转动 算 符 为 


2( 工 )= exp| (a! à; —aiü wae (12. 18) 
式 中 |z=0)， 为 在 X 方 向 上 压缩 的 理想 光 ( 第 二 个 模 )， 


a}? 
| z= 0); ~ exp 5-1 055, (12. 19) 


| 0», WHE P Fria] ER FAS 


t2 


| p = 0); ~ exp( - ). 0», (12. 20) 
代入 (12. 18) 式 ,得 
(€ P) (43, P3) 
23 * 2 
0, 5 (X, 0) 


图 12. 2 
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中 过) x = 0) | p = 0>= expC—ai aj sin20) | 0,0» |, a 


= expC—aia2 ) | 0.0, (42.21) 
它 就 是 (2. 139) XX | £00. — p 24 ids. 即 出 射 的 两 束 光 实际 上 
构成 EPR 源 。 可 见 ,量子 隐 态 传播 所 希 量 子 通道 一 一 这 样 一 个 
EPR 态 必 须 用 纠缠 态 | 分 或 | 参 来 描述 ,它们 是 正 交 完备 的 ,有 次 
格 作为 一 个 Bell 基 。 又 由 于 双 模 压缩 算 符 在 1 pp | 多 表象 中 有 
一 个 自然 的 表示 ,所 以 用 纠缠 态 表象 讨论 量子 隐 访 传输 十 分 方便 
与 简练 ,物理 表述 也 最 清晰 。 
当 Alice 要 问 Bob 隐 态 传输 一 个 连续 态 时 ,她 与 Bob Jefu] ss 
有 的 量子 通道 也 应 是 一 个 连续 纠缠 态 。 以 下 以 j 分 表象 来 设计 传 
输 方案 。 | 
ik Alice 与 Bob d —— P | > in CBE T- 1 与 粒子 2 组 成 一 
个 纠缠 态 ),Alice 要 把 粒子 3 所 在 的 态 | Yn >s 传 给 Bob. BAN PIAS 
AK 
| Pn? C21 Pizo (12. 22) 
现在 让 Alice 对 粒子 1 与 粒子 3 进行 一 次 Bell 测量 ,让 总 的 态 矢 
投影 到 一 个 由 粒子 2 5 3 ARMAS Ls 上 (因为 它 是 完备 
3 AFA Dp 5 190489 Schmidt 分 解 (2. 11) 式 ,可 得 ， 


a v | du: OD) woo —exp( IUE ap'expGipo 
<p SIG CT P| dos 
Bop) dr | a> 
CO| r — 7 zexp(iz)。 (12. 23) 


— l 1 per > -d E 
利用 《zp 一 ze <p|X;= i qp, <P) ERES 


exp( 5 2 一 - ; | dp’exp(ip’y') 
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. B drexpl—ix(p 4-»5— 792) ]à€ — P. | gn? OQ] m — 02 
USUS — "LT )explim P.)| dp'expGip'gi) 


| dos QI— P — Tet N22. (12. 24) 
g " | Pin 5, 是 一 个 动量 本 征 态 1p);, 则 上 式 变 为 


s | n le | p= exp( 2 — 71: ) expli Pz dexplih— n2) Xo | 
| |..dp'expCip p) s— p^ | bos | P^ 


一 - exp( “EP -一 SL jexp(i7i PexpLi Gr — 222 X, | 


* expC— ippi) | p». (12. 25) 
由 此 可 见 ,Bob 只 需 根 据 Alice 所 提供 的 测量 结果 , 作 么 止 变换 
expLiCgz — 3:0 Xy ,就 可 得 jp) 的 复制 品 ,而 Alice RE B9 | p A 
HTE. 
除了 用 | 分 态 在 坐标 -动量 表象 中 的 Schmidt 分 解 来 分 析 以 上 
量子 隐 态 传输 理论 外 ,还 可 以 利用 平移 算 符 D (p = exp( gal 一 
Pa 2 lO ORERE. TER 
| n> = DiGpexp(a: az 2 | 0,05, (12. 26) 
就 可 重 写 (12. 23) 式 为 
| Pow =n N | Dio | Js =13<0,0 | exp(a;a,)D/ (7 ) D, p 
° explai az ) (0,001 | V3 


= exp s Co 77" +7" »]. (m.m | DiG]— 3) 


e| onn] 4. (12. 27) 
利用 性 质 ， 
Di (pay Di (Op =al — 3, 
Di (YD Op =D D M = Di(y— 9) 
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) exp| Gf 0— 77 | (12. 28) 
和 算 符 恒等式 
anpa mex LE) È (Pe 


miní {, n? 


. 1 linl Cai — 9')7*a1* . 
4 Hapa ET PD: 


(12. 29) 
可 算出 平移 算 符 的 粒子 态 和 矩阵 元 : 


—_ 7 |? 
iin | Dig 2 | mi = F1. (y hymexp( — H54} 


Le (| m— $5 |*), (12. 30) 
Am 
LY (x) =») PTS 
1-0 n—l i! 


是 拉 盖 尔 多 项 式 。 代 入 (10. 27) 式 ,得 
fy l / 
| Pour 2 一 exp| 7 27— 5,0 V 十 | 7 ul 


n! Nmn (m-n / 
2n s Omm a= 00 
«an | 5, | M2. (12. 31) 
FEB! 24 gn | Da EATA MEREN 


fy 1 / 
| Your 22 = exp| 7 2— 5 2 | 十 | 7 E 
A a nZ LE™ (| n— y lDaz" | 0»; 
* n=0 


= exp| 19-5 ( al? y DIJ Qr +a )' 
- exp| — a; (7 一 n) | | 0», 
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一 exp| 5 C 7 7 "十 1^» |. | Def" — 2')a;! | Os. 


(12. 32) 
式 中 用 到 了 拉 盖 尔 多 项 式 的 母 图 数 公 式 : 
GHO = S Lem Go, (12, 33) 


exp; CT] HTD | 是 一 个 相 因子 。 (12. 32) 式 说 明 Alice 在 
对 (Xi 一 XX; ,Pi 十 P;) 进 行 测量 后 ,把 测 得 的 结果 ww 用 经 典 通 道 通 
知 Bob. JS AVES EER Dz! G^ 一 7*) ,就 得 到 了 | S. VY 
Lins = 1o d — SA FAS. UL C12. 32) 式 得 到 


f x fy fy * 
sem exp| s Cri |) Fey" — gai! | 0: 
i & 


= exp| 5 (— )5'4- JD DG —75')] 22, (12.34) 


从 (12. 34) Al Bob 在 作 了 平移 变换 Dr! (六 一 人 六) 以 后 ,就 可 
以 得 到 | 2; 态 , 其 保 真 度 为 l, 


12.3 用 双 模 压缩 态 做 量 于 通道 的 隐 态 传输 方 
Se] 


由 于 双 模 压缩 算 符 实 际 上 是 压缩 纠缠 态 Lp | > ELA 


共享 的 一 个 量子 通道 的 隐 态 传输 方案 的 理论 。 设 Bob 与 Alice H 
FE UBER AS | 018 51 (7) 10,013, Bob F PARMA p): 并 想 
将 它 传 给 Alice。 对 初始 态 ， 

| 455 69| c3 =| De 60 SD | 0,013. (12. 35) 
Bob 对 粒子 2 和 3 进行 一 次 联合 测量 ,测量 算 符 是 |c2z (0| ,这 
里 |c?2 一 S$2 (co)10,0?25 是 又 一 个 压缩 态 。 那 么 ,测量 后 粒子 1 的 
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23 《0 | d?» 69 T1 =p {0,0 | Sa (o) | d» &) S13 Cr) | 0.0215, 
(12. 36) 


利用 双 模 压缩 算 符 的 纠缠 态 表象 并 插 人 相干 态 的 完备 性 ,有 
sc) - L| SH $5175, @ o, (Gi |, 


m 


x 


2 y / f 
S» (o) -l[du dx HL»; 69) zo, 03 <1 IGI x IT 


(12. 37) 
式 中 e 一 e',v 二 e。 它 们 的 乘积 SS 00S, (DO PRU FRAT: 


Te Goa <7 | 之 >? Cg par 


+(e 2! He $2") = M 


=exp| - i( s b z Hf P+ 


=Y, (12, 38) 
所 以 ， 
_1lfdy dz 
Sz (9) S 0) = — n 一 - da^, CEPS 1, 3 02 1692 Cz | 工 。 
(12, 39) 
用 IWOP 技术 积分 ,得 
Sz (0) S13 (T) 一 — exp (aj ai tanho ai ai secho tanhr) 


。: expla! a, (sechc — 1) + a) a; (secho— 1) 
十 as a3(sechtsecho— 1) — aj a,tanhetanhr |: 
» exp(— aa; tanh zr — a;a4sechrtanho?, (12, 40) 
把 (12. 400 XXX A C12. 360 3X, JF TE | 9o, 是 个 相干 态 ( 也 可 以 是 别 
的 态 ) , |, 二 exp(zaz 21022 ,那么 Alice 就 得 到 如 下 的 态 : 
— a 0,0 | Sy) | z): 69 S13 CT) | 0,05 
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NEN IN EE 
= he cosh oe? a; ztanhotanhr) | 0>,, (12.41) 


在 高 压缩 极限 下 co, oo, ERB TF exp(zal ) 1001, FE 
初始 相干 态 被 传 到 了 粒子 1。 可 见 借助 于 纠缠 态 表象 ,可 以 使 量 
子 隐 念 传输 的 讨论 简练 化 。 
现 进一步 把 (12. 39) 式 推广 到 以 下 物理 过 程 的 计算 : Alice 和 
Bob 共享 一 个 双 模 压缩 态 Siz(v)10,0)1z, 它 可 以 由 一 个 参量 放大 
器 生成 。 其 中 的 模 2 与 待 传送 的 量子 态 (3 BD | Ha? 作为 另 一 
参量 放大 器 的 输入 态 , 压 缩 的 效果 用 Sa GO Xm. Alice 然后 在 输 
dioi CSS 2 的 光子 数 m 与 模 3 的 光子 数 ”而 Bob 手中 的 模 1 
23 (m m | Sá (AD S12 O) | 0,021 | Yin 3 
; — tanhA)"" 
, (sech Aye mH gm 7 qi seche exp (a2, tanh) 
- exp(aj aj tanho) | 0,0). | Pads 
-s0.0| Vahl D C e EDI 
e (sechà) H ala7 "H expla aj tanho) 


. exp(asaj tanhÀ tanho) | 0,051 | 由》 


n 


_ y 0 | J/mint (一 tanh A)™ 
j= max. nm). (n — 21V j1n — n 4 j)! 


e (sechA)™ H (tanho)" "P" exp(asa; tanhà tanho) 
e| m—n4- 3» | $53 
=| p), (12. 42) 
式 中 use ,vy 一 ee。 上 式 中 已 经 用 到 了 第 二 章 2.6 节 中 Slm, oH 
表达 式 。 在 (12. 42) 式 中 当 |y,》 EHE TES s UL] oos BA 


(一 tanhA)"7 
-— /mln| Atan A) ^ i. 
P X. n (n—j)!jly Cn—n+))! 
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e (sechA)™ m (tanh o)" "7 
* zl exp(za; tanhà tanho) | m—n +j) (12.43) 
By A, (4.24 tanhA tanhe—1 和 nn 一 m 非常 小 时 (从 而 ;7 值 也 小 ) , 才 
能 使 传送 相干 态 有 较 高 的 保 真 度 。 
又 如 当 | 央 是 一 个 单 模压 缩 真 空 态 : 


i 
| 4424 = sech’? yexp (一 1 ,+2tanh 7)| 0», (12.44) 


2 
则 (12. 42) RE EV, 


1 i B n 
(gi =sech*y X ,G| mini ——@ tanh O 
(n— ji! Vjlóimn—nd4 jt! 


e (sechA)" "*"! (tanho)" *" exp [- lg “tanh y) 


J -max(0, n-m) 


2 
- expl (a; — aj tanh Y)a; tanhAtanho] | m— n +4» ' O>» 
1 n _ rj 
= sech? Y > min! o Co tanb ooo 
j=max(0,n—m) (n—jJ21 V ;jYOn — n 4- j)! 


e (sechA)" 7? (tanho) "HA! 


。 exp] — 3 tanh YCaj tanhAtanho)? | | m—n+ 1; 


(12. 45) 


| |] 
Ai = <0 | ai Foal di tanh y tanhà tanho — =a}? tanh y) | 0; 


J! 


< | 
=| DADO | ag | a);3<a | exp( — a a; tanh YtanhA tanho 


一 - fai “tanh y) | 0», 


|] 
x Vj 


] .5 
-一 ga tanh y) 


d’ aa’ exp( —| a |^ —a, a^" tanh Y tanhÀ tanho 
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2; 2 ai tanh Yt hàt 1 
x yj! kzo RVG JSA l an anho) 


stb la ATA |S BRATS ABM. CUL 45) 式 


与 (12. 4603& n] All, 24 tanhà tanho—1, EAE n fln —m ARNET, 
隐 仿 传输 的 保 真 度 才 可 能 接近 于 1. 


12.4 ”纠缠 态 在 量子 密集 编码 中 的 应 用 0 


量子 密集 编码 的 意思 是 :可 以 只 传递 一 个 量子 比特 而 带 有 2 
比特 经 典 意义 下 的 信息 。 这 也 需要 发 送 者 与 接收 者 共享 有 一 个 给 
缠 态 ,发送 者 把 2 比特 的 经 典 信息 编码 在 一 个 纠缠 态 上 ,而 接收 者 
设法 从 收 到 的 态 中 搞 取 信息 。 本 节 将 用 纠缠 态 表象 来 讨论 此 问 
题 。 

令 发 送 者 把 经 典 信 息 x 与 p (连续 变量 ) 载 在 一 个 双 模 压缩 真 


空 态 上 ,理论 上 ,这 可 以 用 算 符 exp(ipXi) 与 exp( 一 izPi) 作 用 于 
S? 10,0? 上 ,S2 是 双 模 压缩 算 符 , 它 的 纠缠 态 表象 见 (2. 39) 式 ， 
发 送 者 手中 的 态 是 
^ a 2 
| 从 ,= exp(— iP exp(ipX1)| £210. 0,0), 
12. 47 
= agin ine). ( ) 


注意 expGipX 05; 与 exp(izP)10》 实际 上 代表 两 束 激光 。 用 
| XE ERE RI) Schmidt 分 解 (2. 11) 式 ,可 知 


(iX In = LEi, exp — E [ar 
exp(ipX,)| 7 fu exp( Que NM | zr» 
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® jx 一 T exp( =E + ipa ) 


—exp( ZL T) anto. 


(12. 48) 
接着 用 | 思 在 动量 表象 的 Schmidt 分 解 式 计 算 # 


exp(izP, )exp(ipX,) | "L 


a . 2 
=exp(— iP )exp( EL: Jexp| 一， Uy m 


| dp'ip' + BEM), OJ- p^. C mp) 


[4 
eM | qid em = ot Mp) `, (12. 49) 
u 
式 中 
MO) = + (12, 50) 


由 于 exp[iz (P, +P,)]| n> = exp(iry2) | n>, BEA exp( 一 ixP) 
explipX) ) PL 5 (12. 50) 式 的 结果 只 差 一 个 相 因子 ,使 得 
AT(C7)->AMT Op; 


eM — eM ex p = cs]. (12.51) 
V217 
因此 ， 
d 7 acp | Mick ee HiH ut) | 了 | 
Lp, =e IE P | E» >exp(— 5 ). 
(12, 52) 


为 了 从 已 寄 出 的 态 中 提取 信息 ,接收 者 可 以 实行 联合 投影 测量 , 相 
应 的 算 符 是 | Yi 人 fl ,用 (12. 52) 式 与 (12. 49) 式 得 到 
foul | 95, 
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ve d'y wen nd e ibd up)? | v 
=p? e ( In > 
| nj xz p» 7 


of Doc TU HP exp(— PIESE bewo 
V24 

—p’ expí— gt x)? + (7 一 力 ) |}. (12. 53) 
式 中 f= ori. 所 以 经 过 测量 后 ,接收 者 就 知道 了 (x,p) 


V2 
这 对 信息 ,实现 了 密集 编码 的 程序 。 特 别 当 per oo, Se 0, 
(12. 53) 式 右边 约 化 为 
lim Lexpl— SL? + Gfz— p* 1) > 6 D p). 
(12, 54) 
这 表明 当 压 缩 态 的 压缩 参数 足够 大 时 ,密集 编码 的 传递 的 误差 很 


小 。 以 上 讨论 表明 用 纠缠 态 表 和 象 讨论 密集 编码 是 很 简 捷 的 。 力 
外 ,接收 者 还 可 以 用 操作 相 算 符 的 办 法 来 提取 信息 , 即 用 算 符 


ara; E |o, 的 期 望 值 ,由 (10. 7) 式 得 
e? P=: Ip =e] p, 9—1|7|e*. (12.55) 
HA 


Kd | e? | d». 一 /| 1 Leo Mit ee COE ee) | 
Vou 


fecal È cbe acra), 
ai — az /3 

a exp(— L2 EL JS uam 

-| exp [ iarctan(42 7 ) — n lanes 56) 


这 个 积分 是 很 难得 到 其 解析 表达 式 的 ,但 当 信号 的 强度 足够 大 ,以 
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致 于 (| 7 17)CCp zl) ,可 以 展开 


roel 
+) 


上 1 P 1. 2 2 2x42 2 2 
— exp| iarctan( £ re Cx Hp y tular + p») 
Gros p + i Q pz + p) —29 m GP E xp — p^) 

t qi G* — 2p] Hoti). (32. 57) 
JE (12. 57) 式 代入 (12. 56) 式 后 ,积分 得 到 


V | e? | D, 3i SEM 7 | 


exp I arctan ( 


— -一 2 
+ 2uCr* + p^ )x0s— pmi ) nt pr + p?) 
— 2019: G^ + xp — p y+ 9$ Gi —2rp) | 
E . b o o od n 
Ea 
(12. 58) 
根据 cos ®=— Ce - 679) ,可 以 进一步 算出 厄 米 特 算 符 cos o 的 


期 望 值 ,也 就 是 说 接收 者 可 从 卫 与 (zx? 十 p?) 的 值 中 提取 出 经 典 比 
r pRB. Mhz 5p 是 连续 变量 ， 


12.5 利用 纠缠 态 表 象 实现 纠缠 交换 


纠缠 交换 是 产生 新 纠缠 态 的 一 种 方法 , 它 利用 两 粒子 态 的 投 
影 以 得 到 一 个 纠缠 态 , 这 种 投影 测量 无 需要 求 这 两 个 粒子 发 生 直 
接 相互 作用 。 设 有 两 对 空间 上 分 离 的 两 体 纠缠 态 ,第 一 对 中 的 两 
个 粒子 (如 A,B) 是 纠缠 对 , 另 一 对 为 (C,DD) 纠 缠 对 ,B 与 D 从 未 
ARE. pA SC 进行 联合 Bell 测量 ,那么 B 与 D 就 会 组 
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成 纠 纺 态 ,这 称 为 纠缠 交换 。 

用 | 分 表象 能 很 方便 地 讨论 连续 态 的 纠缠 交换 。 对 两 组 两 体 
ZY 8 AS | 2»1 69 | 7 ^a 进行 (XI —X,,P,-FPOBRE S mE , 则 粒子 1 
与 4 就 要 变 成 (Xi 一 X ,Pi 十 P) 的 共同 本 征 态 | 六)14 ,该 测量 导 
致 如 下 的 塌 缩 . 


GG. PE 721» | 7 > 34 =1440,0 | exp(— + | vi [2 +7 *a 


— fa 4- a.a; ) | mie | a4 
(12. 59) 
利用 算 符 恒等式 ( 它 是 用 TWOP 技术 和 相干 态 的 完备 性 导出 的 ): 
expCFia; + Fia, 二 Ttasai)explAad al 十 aay ad + X Gai ) 


d? i 


T 


4 
—exp(Fia; + F4a, + ra.a){ TT | ziz | 


t 
. exp(Aaz a; +a; as 十 ^? Gia ) 
i 
4 


2 . 
=|T] SZ expl Fiz: + Fz, 十 TT 之 4 之] 二 AZ zi 


i=] 


foe szit G2!) exp DOl z | 


+ za; tela, —ala;) | . 
=; expL Fi (a, 十 Cr ) 十 Gia; + AF, az 


+ (tG, + F40G4 4- t(G1a4 + Gya,) + Piya, 

J-ArG,a; 十 Mraey ay 十 Mar ay +Tasay 

J-Àra,a; + ota} a, 十 cad ad |:, (12. 60) 
就 可 把 (12. 59) 式 化 为 


Qf MI 7? 12 | 73 =exp| - i| Jl |^ +] 7] Mad 7 |^) 
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tw 一 7 十 fd |explas Gr —qa—q») 
—as (fF *— 7-7) +a; a3 ] | 06,05. (12. 61) 
与 EPR 态 | 分 的 标准 形式 (2. 3) 式 相 比 较 , 可 知 
Gadd |) my. l a —A|d—93-—75»85. (12.62) 
式 中 


A —exp i Gp — 9” dr) 
Sy itty). 
从 (12. 62) 式 看 到 ,由 于 纠缠 交换 的 机 制 , 使 得 原来 " 鸡 犬 之 声 不 相 
闻 ,老死 也 未 见 往 来 ”的 两 个 粒子 2 与 3 之 间 发 生 了 纠缠 ,组 成 了 
新 的 到 纺 态 ,而 A 是 纯 虚 的 , 它 只 是 个 相 因 子 。 

有 趣 的 是 : 当 经 过 测量 或 其 他 操作 把 粒子 1 和 4 制备 到 组 成 
PERS 9410,0) 时 ,粒子 2 与 3 也 会 纠缠 为 一 个 双 模 压缩 
丛 。 关 于 这 一 点 ,可 以 从 计算 投影 (40,01S) | 7212 | 7 23 看 出 o 
利用 双 模 压缩 算 符 的 纠缠 态 表 象 和 (2. 5) 式 ,得 

C4 (0,0 | S4) | 712 | 1 >34 

= 40,0 | expl v(aj ay — aja, ) | | 721? | 7 >34 
2 tt " 
- f d oo | PEL exp| 一 方 ( 7 | 十 | 了 十 | 7 | 

+ =m PP + az Of — 9-7") 

— à; ( *— 7) — 7) +a} al | 0,0255 


9 2 2 hy + l / 
= fpo g si + MCF a — 3l Io 


一 WD "一 Q2 +) Fas + 9) ^F ai ai | | 0,02 


—sechvexp| — + (| n|? +I 9 |?) —ad Gr— 7 tanh») 
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+a} Gf — tanh») +77” tanhv— aż af tanhy] | 0,0, 


(12. 63) 
式 中 jy 二 =e。 结果 表明 粒子 2 和 3 确实 也 纠缠 为 一 个 双 模 压缩 态 。 
太一 种 理论 上 实现 纠缠 交换 的 方案 是 通过 引入 以 下 对 两 对 纠 

缠 态 的 交 磷 积分 而 发 现 的 。 考 虑 到 


| > lye exp (2270) | 7. Diz CO| y—oauexpGY'— 9 7) 
一 exp (2 3)| SYexp| 一 n|? + ai 一 7az taza) 
HSHT +A Da — Gr- 60i eal al 
=F la|? qv— qv 00 O| 0,0, 
—exp( 7 —3— Jexp| (ai Leal +7" | 
. re -ie-al —Y Hai ai tata} 
—3 |a|? — oa] +o'al | | 0,0 [0.0 


n | o |^ sal — ai di — yai Zo" dj 十 le d; 


— ds as — Ya; — Y'as — as Y'— 59aj —| y |j) | 0,051. 
CO | 0.004 


-os Morea - reda - (ndn) 


(ier 


— ds aj | | 0,005 Dex - 1| 3 
ls. . 
EL (50 — Y Jat — d4 qi | | 0 ,214 o (12. 64) 
与 两 粒子 坐标 和 及 动量 差 算 符 的 共同 本 征 态 
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Duc exp[ — 3 |f|? +ga] +ga] 一 本寺 || 0,0, 


Ci +102 
g= 2 (12. 65) 
V2 
相 比 较 , 可 知 
> Ine = Esr pa @ 1S =- 1+ Bu. 
(12. 66) 


从 上 式 可 见 ,原来 毫 不 相干 的 2 一 3 粒子 .1 一 4 粒子 经 过 积分 变换 
而 纠缠 起 来 。 


12.6 ”纠缠 交换 算 符 “ 


本 节 将 指出 ,理论 上 也 可 以 借助 纠缠 交换 算 符 实现 纠缠 交换 。 
为 了 说 明 这 一 点 ,由 (12. 64) 式 及 (2.9) 式 考察 
exp[ iCP + P,)(X, + X,) +iCP; — Pi) (X; — X2) | | > P 
exp 37)| "Iexptip y (Xs +X) + (Ps — POT} 
| P &| 9— 0 uexpCgY'—-»' P)». (12. 67) 
为 了 进一步 化 简 它 ,由 IWOP SR AE AT A 


2 
[e N — 9) 34 a1 | 


[ee 7 a taal -at+F)+ (aa +5) 


| 


一 方 | G | — daz 二 oad -- a4 às + aad4 af as al as | . 
. l m + l t H 2 è 
=, exp 59 (ay +a, ) —59(4 二 as) 一 地 | 0 | ° 


—exp| 50" (a +a, ) 一 oai +a) | 
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~n 


=exp| 4 [一 (Xs + X09; + CP, — P0. ]]- (12. 68) 


RP o= m 这 意味 着 


exp s C— (X, + X00 + (Py P8 1) n 
2 
=| E | 7 — 0)34 34 《7 | 7 PP 
=| 1 — oya. (12. 69) 
把 它 代 入 (12. 67) 式 ,得 
exp — 5 Ci E P(X +X) +5 (P — PX, 一 Xe) | 


-exp( 77; =Y 2f d = | .exp( ny —'» 6C9i— os, 


=exp( 全 = =) 5 一 27 lL Oy. (12. 70) 
Ft I RT E 
exp] 5 CP. +-P5)(X3+ X4) 
“| 5 = Yu Ol 208 
=| e ^1 O| g- o &Xexp(gY'— n*y) 


— 5 (P; — P,)CX, — Xo) | 


~exp(-2 57%) | [——Y— s 69 E=- 7+ Suc 
(12.71) 
也 就 是 说 (12. 64) str ze E BLA RE URA exp| 一 方 (Pi 十 


PCX. Xi) 十 方 (P， —P,)(X,—X; JEA mee 
A AC MR FF o 


So E rye, | AS EU VT HCE SEAS RT Bas fe 8 B PE 
及 各 种 计算 提供 了 方便 ,在 讨论 过 程 中 物理 概念 也 很 清晰 ,这 是 因 
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为 纠缠 态 表象 是 完备 的 ,其 形式 也 简明 。 这 也 给 了 我 们 一 个 司 示 ， 
即 凡是 具有 纠缠 现象 的 物理 过 程 或 物理 系统 ,应 该 尽量 用 纠缠 仿 
BRK THER . 


第 十 三 章 


作为 量子 计算 器 元 件 的 超 导 约瑟夫 森 结 与 
纠缠 态 表象 


eo MR aS ERE d 


13.1 JE SESS HUIUS TAC 5724 9 


超 导 约 瑟 夫 森 结 现在 越 来 越 受 到 人 们 的 关注 ,其 原因 之 一 是 
它 不 但 可 用 于 各 种 精密 的 量子 测量 "(如 超 导 量子 干 涉 仪 ), 还 
可 以 用 来 模拟 量子 计算 器 ,是 量子 比特 的 生成 元 件 。 由 于 人 它 是 一 
种 固体 器 件 ,其 实用 性 更 为 人 们 看 好 。 本 章 将 用 纠缠 态 表 和 象 来 妍 
究 约 蕊 夫 森 结 及 超 导 量子 干涉 仪 ,并 讨论 约瑟夫 条 结 处 在 外 加 偏 
压 与 偏 流 情况 下 的 流 方程 ( 算 符 方 程 . 海 森 保 图像) 。 

先 稍 回顾 -一 下 约瑟夫 森 超 导 结 的 研究 历史 。1959 年 ,美国 物 
理学 家 加 埃 弗 (Ilvar Giaever) 把 一 块 超导体 和 一 块 正 第 导体 连接 
在 一 起 .中 间 夹 人 一 块 很 薄 的 绝缘 介质 ,在 超导体 与 导体 两 边 加 上 
电压 后 ,发现 有 电子 穿 过 的 隧道 效应 。1960 年 .他 把 两 边 都 换 成 
超导体 . 仍 发 现 有 隧道 效应 。 到 了 1962 年 ,英国 物理 学 家 约 蕊 夫 
森 对 加 埃 弗 的 实验 进行 了 深入 的 理论 研究 ,发 现 当 在 由 两 个 弱 连 
接 的 超导体 组 成 的 结 两 边 加 上 一 定 电压 后 ,有 特定 频率 的 交流 超 
导电 流 存 在 ;而 当 结 两 边 的 电压 为 零 时 ,电子 对 能 够 穿 过 结 而 形成 
HH. SRABSAERERARP SH T ZEE UL 
A: 
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I == Icsing, Pi = ae, (13. 1) 


AP oo EARME SEA EEUU T UE BR) A d 是 在 温度 
ALT FOR ta oo P BUICKT LEER. SV HON. GAR 
BLT NAREN «CBN ELUILA AG RW. S4 V0 时 ,积分 可 得 


pa L1 +g I= sinop) ERA ERRER 


AP SY TLE AR RE A BUR E SOC RC, ER 
ey £s FB RELA) C P o n] LA A oie SO To i 2 E FRR 2] 
> FR BRIO, o HEE AE dS PIG] De AD Be XE T3 7j ERE: 


ip We owe, (13. 2) 


式 中 f, 表示 电容 储存 1n 个 荷 (x 个 库 柏 对 ) 的 概率 振幅 ,三 SEA, 


re BAA GABE. TURAE — TOUR BE HY" BE XE apes 
58 RCS PEREUSTRESESE ES UT FS. 2) 变 为 


th Y — fun FCs f. (13.3) 


MERE 


u(0,1) = > hD, (13. 4) 
则 由 (13. 3) 式 可 得 uO, /) 所 满足 的 方程 
idu e£) (— L Er — — E;cos6]u (0,1), (13. 5) 
式 中 E,—ok, MERA En kin V — — 95.9 gut 
& c 是 光速 , 则 (13. DREN 
RUL — H UI), (13. 6) 


AFP 
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U(0.1) = 3 f Oexp[ in(9+ 25) . (13. 7) 
有 效 哈 密 顿 量 为 


4 292 | | q? 
通过 电路 元 件 的 电流 是 
dH q? 
J ——c "dé = 一 gusin (0 十 " ) (13. 9) 


T] AR: E TRE REAR P DRE TE IRI IE E IRSE EF C13. 5) 式 的 险 
密 顿 算 符 是 什么 ? 它 在 什么 表象 下 能 成 功 地 投影 出 (13. 5) 式 ?要 
回答 上 述 问 题 , 先 得 回忆 Feynman BM" :约瑟夫 森 流 是 由 组 
成 绑 的 两 块 超导体 之 间 波 函数 相位 差 决定 的 ,同时 他 把 一 个 库 柏 
对 组 成 的 一 个 束缚 对 看 作 是 玻 色 粒子 (但 要 注意 库 柏 对 是 一 个 费 
米 对 ,它们 并 不 满足 玻 色 对 易 关 系 )。 可 引入 以 玻 色 算 符 表示 的 相 
RIT: 


eg — ab e o a b 
É um (13. 10) 
cos @ = iG" e, 
式 中 [a,a ]-[5.5' ]-1, S| ARMA 
Q=q4, .*—ala—bb, (13. 11) 
则 约瑟夫 森 结 的 哈密 顿 算 符 就 是 :7 
光一 CQ’ — vficos@, (13, 12) 


式 中 第 一 项 代表 结 电容 上 储存 的 能 量 , 而 第 二 项 负责 结 电流 的 隧 
ZR. (13. 12) 式 环 是 约 靶 夫 森 结 的 等 效 电路 的 量子 哈密 顿 算 符 ( 尚 
未 施加 外 偏 压 与 侦 流 )。 
引入 纠缠 态 
|p = exp(— 5 |7|? +a" — 35 +a'b" J| 0,0), 
(13. 13) 
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式 中 n= |nle* , 则 在 此 表象 下 ， 
9 
VILLE UAE (13. 14) 


: . d 
《7 | DN] 一 LE TAK | =— i<) 一 [P.Q] =— Glo 
(13. 15) 
因此 ， 


2 2 
Ap (ga 
(j| #= ( 2C ag vhcos e). (13. 16) 


即 导致 了 (13. 5) 式 。 为 了 进一步 导出 (13. DR, S LA HP ar BA SE R 
Plnr, BEI PREN: 
| 3 = re?) = y nne”, (13. 17) 


se 


其 反 展 开 是 
om 
nn = ge) “dg | p= ree. (13. 18) 
0 


以 水 作用 之 ,得 
] 


Heo egere mri) mne 
? AK 0 dq 


(13. 19) 
e? | n.r =| n+ lir, e | ard =| n— l.r}, (13.20) 
因而 


nvr | — Gor | (ZQ — vicos) 


= alga)’ nar |= vk nt ler He G- lr D. 


(13. 21) 
此 即 (13. 3) 式 。 不 难 证 明 


TD 


D| dr | noter |= 1, 
o 


大 一 一 Ux. 
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(nsri nur) = 530—709, (13. 22) 


13.2 由 约瑟夫 森 结 的 哈密 顿 算 符 导 出 约瑟夫 森 
方程 
从 约 登 夫 林 结 的 哈密 顿 算 符 及 海 森 堡 方程 ,可 以 导出 算 符 型 
的 约瑟夫 森 方 程 。 由 于 [cosG@G,W=isin 瑟 ,所 以 了 赚 穿 电流 方程 为 
= 2 qM) = [AX] — TqEjsing®. (13. 23) 
MASKEP JEEE RKAP BOEOBREEJSJTT: 


1 
P= LOH] 一 cI N= 14V: 
Q al (13. 24) 
Y=C=€¢ 
随 之 有 

2 一 一 ica LA 一 一 hg sind, (13. 25) 

不 仅 如 此 ,还 可 从 (13. 5) 式 导出 数 - 相 测 不 准 关系 
A.N * Acos® > (sind», (13. 26) 
13. 3. 有 外 偏 压 与 外 偏 流 时 约瑟夫 森 结 的 哈密 顿 

算 符 及 方程 S 
当 约 起 夫 和 酚 结 上 和 置 有 偏 压 时 ,哈密 顿 算 符 变 为 

H = H,+%, (13. 27) 


式 中 Ho =q VM t= 2 Q' —vhcoso, 用 e"a' e^ =a' e, 
e^" b e At pt e. 以 及 


e ^'cose^' = cos — Asin — "LS cos @ + ata sin d + ++ 
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= cos Gcos4 — sin Psin À = cos( +å), (13. 28) 
把 所 要 讨论 的 问题 转 到 相互 作用 图 像 , 即 作 变换 


co xp Hean 


=Q — vh cos( — TA) H, (13. 29) 
UP A 中 下 标 1 表示 相互 作用 图 像 。 当 外 偏 庄 是 法 拉 第 形式 的 ， 
即 V= 一 全 à gat t N 


AL 一 LQ — vhcos(B+ 29^). (13. 30) 
由 此 导出 
ql | ED) = I £25 — vieos(e- AF) Jon | E», 


(13. 31) 
这 与 (13.8) 式 自治 。 从 (13. 30) 式 导出 : 


这 正好 与 (13. 9) 式 自 洽 , 反 映 了 交流 约瑟夫 森 效 应 
另 一 方面 , 当 有 外 偏 流 [通过 结 电容 时 ,由 约瑟夫 森 第 二 方 
程 池 一 2 可 知 , 它 诱导 的 能 量 为 


Jt 
| L. Vd = IL 5 (了 更 jd — 1. Ë= H., (13.33) 
q \dt q 
所 以 总 的 哈密 顿 量 为 AHH.. VEX ER. 
iHit\, / iHt)\_ ， in Jy 1 
exp( ; E exp( ; )= ^ | Te 29 |- N- Lu "i 


(13, 34) 


i ^ n zc lat) — Ejcosb X, 


(13. 35) 
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BO BI OD RAR AF 
/ d 
(9| X = 元 全 9 5g le a) — Ejcosg |<7 |. 
(13. 36) 


13.4 电 人 生态 与 相 态 表示 


由 于 约瑟夫 森 电流 是 由 两 块 弱 连接 的 超导体 之 间 的 波 函数 相 
位 差 引起 的 ,所 以 要 强调 相位 算 符 MEAS Lm mo MERI ( om mo = 


Ca £7" 10.0) ) 而 形成 电荷 态 , 即 


(e9)* | m.m? = l qm}, (13. 37) 
它 是 荷 算 符 ,4 的 本 征 态 : 
Algom) = [.4,Ce®)? || m.m» =—q || qm», (13. 38) 
RJ JU | m mo RETR BEAR A 2 RG DAR d «28 e* 的 作用 而 变 成 
A BESEEIBULRUANAS. HH lg,m) 可 以 进一步 构造 相 态 : 


| €» -5 | q.m»e"f, (13. 39) 
CWE 
xb ji > _ —MX« > ， 
e D le (13, 40) 
ETP | Dm = er || Mm 
又 由 于 
9 
"Gl iz sl. (13. 41) 


故 从 (13. 2703818 
.0 
(izp) 一 zcos | nlp |, (13. 42) 
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13.5 超 导 量 子 干 涉 仪 的 流 算 符 方程 


可 以 把 上 述 讨论 推广 到 超 导 量子 干涉 仪 ,推导 相应 的 电流 算 
符 方程 和 电压 算 符 方程 ,为 此 须 引入 磁场 的 贡献 。 考 虑 于 涉 仪 中 
存在 外 磁场 ,根据 


B= VxA. E=—+ 24, (13, 43) 
c at 
可 知 跨 越 超 导 量子 干涉 仪 中 一 个 结 的 附加 电压 是 
1 df 
Vi -一 " S. | dr As | 
D (13. 44) 
V -一 工人 | ar A. 
式 中 积分 分 别 沿路 径 1 与 2。 根 据 法 拉 第 定律 :V= — , 故 有 
$— | dr-A- | dre A —dds - A. (13. 45) 
式 中 $$ 是 穿 过 超 导 量子 干涉 仪 的 回路 的 磁 通 量 。 令 
| | dr* A = 307b. 
| (13. 46) 
| dr 。 A =— ($2), 
这 里 & 是 积分 常数 。 所 以 描写 干涉 仪 的 哈密 顿 量 ; 
H= H 4H, 
， /1] 
H = 2; (gc — Ecos). (13. 47) 
Ho = av, 


式 中 
Q; — qN; . A= à; a, — b; b, . 1 = 1.2, | ( 13. 4&8) 


由 (13. 47) 式 导出 的 电压 算 符 方程 是 
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dp lrs | , 
g? == n | 更 ,万 | == ] Vi Ee di dr A; (13. 49) 
式 中 
y= Bah, (13. 50) 
将 (13. 49) 式 积分 ,得 
BD —— vd — 3| dre A. (13.51) 


作 变换 exp (1225) n exp (— 7924) ,过 渡 到 相互 作用 图 像 中 ， 
由 
expC— 1A.A;)cos Q;exp(CiA N; ) = cos dp; — Asin; 一 | 13 cos s 


21 
+ gj sino, 十 … 
= cos Q;cosÀ — sin d;sinA 
— cos(@, +A) 4 


nJ Al 


hi ES a! )H'exp (— Lo At ) 


-Djk — E;cos(& — 98) — yb, (13. 52) 


"n 4 q=2e, FH C13. 52) 式 和 
(13. EEE OE 


= Lus] = = iE, jsin(®, — - 9a 


lg. E" 
一 afa m I (13. 53) 

1 e($ — k) 
J= = Ejsin| & + FS), (13. 54) 


4 d, =O, =O ij TECH. 53) 式 与 (13. 54) 式 相 加 ,得 干涉 仪 中 的 
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Vi 


cos (A). (13. 55) 


sup $4 = "5 ato d TERR T 上 式 表明 流 的 振 葛 由 


cos( ZE) sist 


以 上 导出 的 电流 算 符 .电压 算 符 方程 与 «RAS KRA BA 
和 件 , 这 说 明 用 纠缠 态 表 和 象 给 出 的 算 和 从 哈密 顿 量 是 可 取 的 , 它 是 用 
Heisenberg 图 像 来 研究 约瑟夫 森 结 的 理论 


13.6 关于 约瑟夫 森 结 的 路 径 积 分 理论 
ARTS IP ZB B f xe 4S SR IP] A A A V TES BUS 
象 中 的 路 径 积 分 理论 。 为 此 ,定义 | 分 态 的 傅 里 时 变换 
o [S pel 36x m 
- exp(— 5 |x l? tiga’ —iytb! —a' b’ )1 0,03, 
(13. 56) 
CHS EU: 
[EX pois XI = XY) 


(13. 57) 
Qu DAA Re 


loof l(yntLy* 
Cy | = >exp| SOME p. (13. 58) 
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由 纠缠 态 表象 完备 性 ,可 将 H 展开 为 
E00 i4 Pi Py EEY ony oe j 
H(a' a;b - | Li XO LG | AL 4> 
Of | YOK | 


// 


EB 2», 02 ^ d? xf! d? a” ; " ; , 
-i|dmexrde ool | orig 


4 tis 
i l fy fy F fi, ff Hy H 
:exp| — Gm HEA x fà. 
(13. 59) 
t 241. yay A 
7 — 7t: X —Xt»5: 
] EI Fo 0 
X= 7° T= Wo (13. 60) 
dx dx —dxydaA, di dy = dindo, 
则 有 
_[dxd7ndadol , A A [4 L 
H =| ne jx aa — | aal Hla 
+ exp — 4 “十 和 A” + “ot 一 |. (13. 61) 


引入 双 模 Wigner AE: 


2 . À x * 
| £2 rtiai | exp] - LET acy p 


(13. 62) 
d'a 
Jt 
—hy.m, (13. 63) 
就 可 把 X LH | OREA 
/ „n [dyd d'À |. 1An*+A*y) 
‘x I HIX? =| 1 ACxs | - exp( 7 ) 


G4 | H|q— exp] — 5 (X'+ xo") | 
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npe debo 


2 à 
-| EXET Cyd? (xX +y% —2p 
-expi—i[Cy —y)n°+ (7 — 9) 


? ff / 
=| Ih (LEX 29) exp— ip" G^ — 30 + G^ Xx O9). 


(13. 64) 
根据 Feynman 路 径 积 分 理论 ,考虑 
OUI ,t= Of | exp - iHG" —2')] | y)? 
- [üt T e" | >, (13. 65) 


BOP Y = Yer 一 Xe 一 Fo, (13. 65) 式 中 的 


CX) | 675 | xia? x07 Gr — xia — ie | H | xia? 


一 记 Oj — x0 T 0; 5— XH) I 


- | Pe 
(1-52, | 


|] — 1€h 
2 . 
~ | ie L7; Qr — XH + O0 Xi) 
— ieh (X72: =,27,)}. (13. 66) 
把 它 代 入 (13. 65) 式 ,得 
o. A | Y ， 了 or jn CXCXPO exp] |. di 一: C nr) 
(13. 67) 


-Dyr CD | — h| x(t) 250]! o 


当 五 取 约 瑟 夫 森 结 的 哈密 顿 量 (13. 12) 式 时 ,(13. 63) 式 给 出 
| SG +> Z| | 学 - A*-- E;(1— cos) || g— 22 
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. exp| — C238 | TOROS (13. 68) 
先 计算 
d? (Yo ") + t 
| exp — CIE ga Z (a a—b b) I~ >> == 。 
(13. 69) 


A a= 9-3 a= ale’ FE EX PHÉLA O 1 :的 完备 性 关系 ,得 
L — Ae tmm] d'a ir +30") 
it 


:29—a| (al'a—b'b) |a) 


2 2 
NEN ie erem d a d JE 
J X T 


2 
.27 一 a | 5 | 2 | a», (13. 70) 


利用 (13. 58) 式 ,可 得 
I, —— emen d'a d E icy es 


i T 
. exp y Léa) +E (2q—a) J] 
° Zzexp|— 5 (6 4 Ea D, 
式 中 
J exp| — lt Fa D | 
=exp[ 一 方 (aé "Ta || (55555) +4(aé"+a°6) | 
(13. 71) 


把 它 代 入 (13.70) 式 ,得 
I =: Zi) + Zo, (13. 72) 


v. 2. 05. * Vr e 2 
Ly —— e UX Tx T d'a d'& inco (s a Jj , (13. 73) 
K K 2 
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o e [T dia d£ . : 
Z, = eC nm i da dE aaa Lege tatty, (13,74) 
T x 2 


ea 一 plex xe ECP Et RE” 0 GE to A i (13. 75) 
Zi 的 计算 可 以 分 两 个 步骤 进行 : 
i py 9) d'a 2i (a, y, 十 ao Xo ) 
Zy = eX +X P Ue Y, (13. 76) 


Am 
Y= fas de 一 2a a2 & & ) 


—— (2n)?{ af[ 2691 a) ] 9[26];— a) ] 


GE v) | 
d? 


+ a$0| 2(9;— az) | df 2(q;—a,) P 


0| 291—) ] 


2 
d 
x! dl 2(y,—a,) ]-201— a;) J] o (13.77) 
把 (13.77) 式 代 和 人 (13. 76) 式 ,并 令 2O: — a) =h ,积分 得 
— fap dBe ane (q By 5(B) dg; 


300 — 2». -&) 


+(n—2) oC) 7 


d8? 
° (m— A aped ) qd J 


= 7i + qixi 十 2 2]I às (n de 


uL (mày +i z Hy D (13. 78) 
类 似 地 ,可 导出 
Z, 一 一 emm d a gti x 122 X2) 


è |o, | d& e^ (5,24) i& | dé e^o 01 79) 
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十 a; | dé e^ | dg, e^ hema) if, | 
y «ans | da 
— Ane i enm | qe entere ( an [2(],— az) | 


d | u 
' d2G,—ap] ee a) Fa 9,2097 a). 


d Hu 
a ray) dr 2,)]! 


-— LOm expl. (13. 79) 
故 (13. 72) 式 变 为 
(和 一 YX 1i 

n =— (A z (13. 80) 

再 考虑 (13. 68) 式 中 的 第 二 部 分 : 

| | 
I; =| exp] — Gro x6 q+ Z| cosa g — >. 

(13. 81) 

仍 作 变 换 a—1—5 a= |a e? f 


oi * x. da ， * * 
1, = 4e xu +x | ue. 十 Xe '(2y—a | a»cos Ü 


— Aen m | dax tx 5(29 — 20)0(29" — 2a ) cosÓ 


= cos, (13, 82) 
式 中 op=argy7, E8813. 68) 式 合并 卫 与 L 的 值 ,得 


hCy 7) =~ Eef (gam) +5 +E —COS¢), 


(13, 83) 
根据 (13. 65) 式 、(13. 67) 式 以 及 (13. 83) 式 ,最 终 得 到 约瑟夫 森 结 
的 路 径 积 分 形式 : 


2 à t * 
aru | t= [TI d (Dd Dexp( if, dt| — LO aCe) 
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EA + CY yO) — y OKD] 


+48 — E, {1 — cos arg 250) ]] | o 


(13. 84) 


第 十 四 章 
有 有 序 算 傈 内 积分 技术 时 和 厨 干 应 用 


14.1 径 向 坐标 算 符 医 次 的 正规 乘积 展开 


平坦 空间 坐标 X 的 ” 医 次 的 正规 乘积 展开 可 用 积分 


X" = | x" | XT | dr = 二 | zedz : exp — Gr— X) |]: 


Jx 
(14. 1) 
给 出 。 如 把 三 维 空间 坐标 转换 为 球 坐 标 : 
x=rsin@cos¢, y=rsin@sing, z = rcosÜ, (14.2) 
相应 的 径 向 坐标 算 符 可 由 下 式 定 义 : 
p— [ax | Xx ir’, (14. 3) 
那么 ,什么 是 r 的 正规 乘积 展开 呢 ?” 这 个 问题 在 以 往 的 文献 中 并 
无 现成 答案 。 以 下 用 IWOP 技术 求 之 。 由 (1. 16) 式 知 
| x? x exp — 37 -- /2r(sinÜ cos ga; 


3 
+ sinÜsin gaz +coslai ) -4 Da | | 0,0,0>, 
(14. 4) 
所 以 在 球 坐 标 下 : 
| xx | 一 x: exp|— r +/2rfsin@cos eal +a) 
+ sinÜsin olad +a) + cosÜ(a] +a) | 
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一 > E +a‘) tala; || : 


=g i exp 一 + 2rCsin cos 9X ; + sinÜsin gX, 


a tal \? 
+ cos 0X; ) 一 » (e| l : 
=x? :exp(—r+2rn eX):, (14. 5) 
式 中 XX 一 n 是 方向 和 和 
n = (sinÜcosq,sinÜsino,cos0), (14. 6) 


ERAI A REE ERRAA SD. ASR BIS S. HI 
IWOP 技术 先 对 极 角 与 方位 角 积分 ,并 用 泊 松 积分 公式 : 


2c x 
| dg| désin 6 f (msinÜ cos q + nsinÜ sin g+ kcos 0) 


i 
=2x| fluvm’ +n’ -- E*)du, (14. 7) 


if 


20 Per Ds 
A dr! | dg| dOsin 8 


0 


| dx | x><x =x? | 
。: expC—7z-F2rn  X— X): 


-" 
=j, Pdr| du > exp(— r + 2ru 


© / Xj HX +X — xX’): 


2 [°° ] 
一 -二 | rdr: —-exp(— r* 
a 2r | r | 


+ 2ru|r|—lr |?) 


| 


l 


- dri l lexpL— G —| r |)?] 


t 
| r | 
— exp[— &r4-| r |)? ]}:, (14, 8) 
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式 中 已 经 定义 了 
7 二 十 X37， (14. 9) 
为 了 验证 (14.8) 式 ,可 以 进一步 对 dr 积分 ,得 
° Px | pcr =f dri i lrir Dexi- elr 2] 
wo 


L +r lr Dexp- rt] 7 D) : 


r] 


= 二 | ar : texp| — Gr —| r D^ | + expl — G +| r PEE 


E] iri Pe Gl r3: 


apaes C Dexp[— G| DJE 
J me 0 


ra 


(14, 10) 


由 于 在 正规 乘积 内 部 |-| 可 被 认为 是 积分 参量 ,由 平移 积分 变数 可 
知 (14. 10) 式 中 后 两 项 恰 是 


f ar: nep D expi (rjr 1]: 


r| 
= ! |. rdr : exp(— r’): 
lr | xlri 
= exp(—| r |?) i (14. 11) 
(2 r] 


于 是 可 以 相互 抵消 , 即 (14. 10) 式 变 为 
li^ Y ^ ^ 
—-| dr:——lexp|— (r—|riD*]—exp|— r4-| r D? D: 
ci ri 


=|. Z — > exp(—7r): +|- | E exp(— 7^) : 
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= dr 
— 一 一 。 ex (— r^)! = ], (14, 12) 
| Jae 


X. 


这 就 验证 了 (14. 8) 式 , 即 三 维 坐标 表象 | dx Loo | 在 球 坐标 


空间 中 确实 被 真正 地 实现 了 积分 ,结果 为 1。 由 此 可 进一步 求 pn 
的 正规 乘积 展开 ,注意 按 (14. 8) 式 的 定义 ， 


oar Or exp[— (rcr r |)2] : 


-| dr Lr pr? rj) exp(— ^): 


ri 


n+l 4m F J 
= Acsi dut 


«GEL r D expr?) 5, (14. 13) 
式 中 1 全 一 2。 所 以 


. mil . 
Pal = Cut fr [Lb pv 
k=0 
q n+] . 
| ^ Eep rd i+ Ga i rint C pn] 
k=0 


, cpf” r Eep r) : (14. 14) 


M n=2m,1+(—1)"*!=0, fff 1—(—1)"*? *=14(—1)*40, 4 
BA k 是 偶数 ; 令 & 一 2/, 则 上 式 变 为 


^ ^ CX dr 
y^" — 2 C2 . udi r” MF (— r’ ) . 
" ami | r | 0 In 


= o m+)!  .,^5poen. 
~ U wGscicioup 4.15) 


这 是 一 个 新 的 算 和 从 恒等式 。 特 别 当 m= 二 1, 上 式 给 出 
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Patil ribo 
(14. 16) 


Xi Xi X» :CX? X»a X2 S. 
所 以 ,(14. 15) 式 也 就 变 为 


n_S mD! —. "T 
(Xi 十 Xi 十 XD = 2 pm i RR X t+ 


(14. 17) 
当 m—2,3 时 ,有 
~ ~. , 15 
人 ur (14. 18) 
6 eœ B 5 e . Zl " jos . 105 ^ 2 a 105 
= :rrr 
"a [dr wr -4y _ y | )2 
r= : {exp[— (r—| r |)? ] — expl- (r +| r D?) 
vm or] 
n dr 1 ^ — ~ ^ 
-| — » (eir! — e ?rinl)exp(— pP —| r|’): 
oR riy] 
一 24-1 ~ 
S E 
E Vx ORADI]? 
— 3 2 | y | (— 2) ‘| 2r” (— r^ )d 
2 FDTI”) /x P 7 
2 
2, Vg premo rl say 
_ Vy 2 | |^ SE r |!» 
£4 (2k--DRI!£ j! 
oo L ; . 
一 2 > 一 了。 (14. 19) 


k=0 j=0 J ICE — )2 12; - D 
FE XS eR ACER] XN: 
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B(k+1,})= f a ptd 

EM Dus 

= ?| dt »E jM DI 


£1(— 1» 
H =25 oR TD) 2 


及 
1 
—\PTR+1) 
Bt+11) Pare tn (14. 21) 
r(-- 7) 
Fy is 
^» <1 © 1)! lY... 
= a BUA +15 Jt p: 
一 (— 1)? 22kH p 1 ~ 
= 2 U^ (14. 22) 


从 (14.14) 式 看 出 , 当 n= 2m—1 FEAR. 1—(— Dn *—1—-(C- 1 FF 
0.4 ELBOS k AAPOR 14-(— D" 2, WA 


. m-l 
P SAOR i | r [amare |“ aye exp Py: 


p= 


dr exp(— r“): 


xir| 


Ir 
eai" (r—| r p 


-ig Cr crm Pi 49: "(s pr 


p=0 


-—exp(— r) =, (14. 23) 
miri 
把 exp( 一 一 ) 展 开 为 无 穷 级 数 , 可 作 积 分 


i| ` 
:一 | (r—| r D"expC— r )dr : 


wie, 


| x 
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— (19 Irl ~ 
— yf » | (r—| r |) "rdr : 


ox k . 1 
— 。 2 ` (— 1) | r [men | (r— 1 ridr . 
. 0 


| 
» TRS 
Ms 


Ed 
oe SV C Diam) ICR)! | 7 120 . 4 
—2: >? km + ORL DI |r| : ， (14. 24) 
AP BC2m+1,2k+1) AED ES ERI, C14. 24) 式 代 人 (14. 23) 
3 18 


"ma + 2 NS CC DECOM) IOR)! | > wn. 
r 一 :记名 kOm REDI 7 7 


+d : RICH | pim? co (14. 25) 
Bila , 24 m=1 
er em 
当 m=0, 
ria |S ten =l r Deel er r DAD 
= 25), AGES MI (14. 27) 


VA bie eR Ff fe Sah SE IWOP 技术 才能 导出 。 算 符 正 规 乘积 
的 展开 有 利于 其 在 相干 态 矩 阵 元 方面 的 计算 ,预计 会 有 新 的 用 途 。 


14.2 ” 径 回 动 量 算 符 的 正规 乘积 展开 ” 


狄 拉克 曾 定义 厄 米 特 的 径 向 动量 算 符 是 
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P,= =(= OPEP: Li.) (14, 28) 


Å = l, 
RP r—G +y te), BA, EE P, 展开 为 正规 乘积 呢 ? 用 


P,— |d'xP, | x> 《x |= (Jaxp, | X> x PIE | x» | P,) 


l 

2 

-il||dx(— rn “a +4) x» | 
- |d'x | Xxx | [— r- Zn “a 二 二) 


一 x du :n* Pexp(—r+2rn * X— X) :, (14. 29) 


由 于 可 将 每 一 个 天 量 分 解 为 纵 癌 分 量 与 横 回 分 量 , 这 种 分 解 现 在 
是 相对 于 三 维 坐标 大量 天 而 言 的 , 故 把 严 分 解 为 


|. n-*X X x (nx X) 
A o 


n= Ux (14. 30) 


KI 


P, = x da >nmexp(— r+ 2rn * X— X!) +P: 
| 2f a .fne X X x (n x X) 
n atx dS - | 
。 exp(—r + 2rn + XX).P:, (14. 31) 

从 对 称 性 的 角度 考虑 ,可 以 判断 上 式 中 对 横向 分 量 的 积分 为 零 , 故 
用 (14.9) 式 可 将 (14. 31) 式 写 为 

~ 3 oc 2T 20 . 

P, —m | "dr. de] sin 046 one X 
P 


Pd 


can 


SET du : u VXI HX +X? 
VT 0 ~-} 


* exp(— £c 4+ 2rn + X—X*)X » 
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eexp(—r + 2ru VXI +X; +X —X)X- P : 


r 
一 二 | parin | 一 了 
vm (2r)? |r| 
. exp — r + 2ru | ri—| rl?) [xe 
r|“ 
=: 上 | dr L (Qr|r |l— Dexp| — G —| ri» 
(m 2|r| 
— C 2r | r |- Dexp[— Gr +i r p?]Xx  —R— : 
n 
. L CM. 1 a, - ' 
一 :一 (| dr —2r|r| (expl 一 (Cr 一 | r | »*] 
Jn | 2 | r| 
+ expl — (r 十 | y DIA -| dr — {exp — (r —| y I 
' rir 
—expL- Ger p'm)x«—L- :2 WW. 04.32 
Ir 


元 中 第 一 个 积分 
W,= eL. Cr 十 | y Ddrexp(— r^) 


+]. (rr Ddrexp- 7) |x» —— : 
H 


一 uu +f- ) rdr exp(— £) 


十 | r| (|. -|. ) dr exp(— r) |X - P . 
—|r| ri Ir |? 
| ~ ， 2 (—1) | r |> P . 
= :一 | exp( 一 | r |) +2 X *—— 1, 
rl piri 2; (2k + DA | a 
(14, 33) 
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而 第 二 个 积分 的 计算 相当 于 (14. 27) 式 的 计算 , 故 有 


5 .1l NEM 3 C- D* | r | 
Pom i= expt Pr |) +2, (2k+1)kt | 


S GD > P 
-È apoa l Xs 


r |? 


ind aye | op 2k 2 
5 Ak(— 1) r X.P 
et (k? — 1)kIVn 


M E ET | op 2k 
=:S) $C Dirt o x.p:, (14, 34) 
tao CAR? -- 8b -- 3) b x 


14.3 “坐标 算 符 的 逆 算 符 的 正规 乘积 展开 621-02 


坐标 算 符 的 ?2 次 千 的 正规 乘积 展开 可 以 用 (1. 30) 式 与 TWOP 
技术 导出 : 
x" = | ada | xlr | = | 


———- 


> dr D. 
— r" i exp — (rX) |: 
Ny pl — (x l 


n—2i 


d 3 ):( ) (L5). (14. 35) 


式 中 r(14-5 )-Vz2- 21—1) 11 ,还 用 到 数学 公式 ， 


B dr exl a(x —À |x” 


[OX R 

Yat! 420 2k 1n — 2k) 1 
式 中 Reo>0。 一 个 有 趣 的 但 却 令 人 初 看 望而却步 的 问题 是 :什么 
是 的 正规 乘积 展开 呢 ? 以 往 的 不 少 文献 中 曾 指出 :由 于 在 动量 


— AY 
— — 


i 
(a? Ayr, (14, 36) 
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本 征 态 Cp| 表 象 内 义 的 表示 为 一 个 微 商 运算 ,Kp|X 一 i <p LR 


此 ,可 以 将 二 想像 为 微分 的 各 运算 , 即 积分 


l -i dp’, k= 1, 


(14. 373 


x l 
EF MIERDBRBURTHI 27 则 未 见 有 文献 报道 过 。 以 下 党 二 


用 IWOP 技术 来 解决 此 问题 。 由 坐标 表象 的 完备 性 , 知 
d. -| dal rs (14, 38) 


PA 


Æ r-0 处 有 极点 ,因此 定义 柯 西 主 值 积 分 
ji B da. exp| — (r— X)!] 


x A oo ,€ +10 T 
exp[— Gc — X)! (14. 39) 
© 


tl, 


在 上 式 第 一 项 中 令 r=—t, 448] 
1f exp[ — (+ + 3O?] l1Íí^, exp| 一 (r—X3]. 
J ae (x dr Xx 


€ 


t 


mr A 
| dr — 9 — Gr + X01] 二 exp — (x— X)?] 
Xx 


1 


lim 


E Ao et) Jt € 
u 220 02 exp(2zX ) — exp(— 2xX ) o yas 
sz: drexp(C— z’) - expC— X^) :。 


(14. 40) 


此 积分 在 z 二 0 及 rto REAA. AREA 
(14. 41) 


| dte t^! = D»), 
0 
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AP Re(v) >0。 可 将 (14. 40) 式 积分 为 


] 1&9 297? tte , : 
— = N- ae. dxexp(— x a KT exp(— X^): 
X T k=0 
.1 ~ 2 U? ay cau YQ TE 
-一 r2 GE dte 't ) X'* exp(— X^) . 
o. S an | \ San O O Vye 
M Grit ; )X'expC- X?) i, 014. 42) 


式 中 r(&-5)- x2 E— D. 再 用 组 合 公式 (其 证 明 见 


(14, 60) 式 后 )， 


Xo 4 4k ME l 
ppa D C pa) (14. 43) 
n 
式 中 
n _ n(n~ l)en ktl) 
可 以 把 (14. 42) 式 化 为 简捷 的 表达 式 : 
l . 3 2 v2EH 3 (— D7X . 
xo A Gee DX 2A 
2353 OD em; 
^6 人 k+ DET — k)! 
i 
— $ 23 2, 2 cop (— 1)” wine . 
n=0 | k—O k+ — k n! 
2 
= 72D rn pea (14. 45) 
n= 人 0 n! 
n+ 
2 
71 


或 可 把 (14. 45) 式 重 写 为 
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l| 2 (— 1)" X 
X 7 Qe3)(n-3)"3 
_ 3733 一 一 Xt i (14. 46) 
= r(n* 3] 


为 了 验证 (14. 46) 式 的 正确 性 ,在 (14. 46) 式 两 边 乘 上 X= 
atal ,得 到 


V2 
xl- 5 LD [a Mata’) itia'(ata’ et] 
Xo in (2n4- 1) !! | 


= M Gers ta’ ) i-piQn-d d) bai] 
n-Q . 


.~ (— 1)” + \2z+2 。 
一 之。 Gnr DN ETO? 


Li» OD" (a! C--a)":-4c] 


^A (2n— D!!! 
— |, (14. 47) 
可 见 以 上 推导 无 误 。 为 了 进一步 求 -的 正规 乘积 展开 ,注意 到 存 
在 以 下 恒等式 : 
dox = Xr, (14. 48) 


AY FUERA ESL CREA 


li dr exp Gr— y)? JH, (x) = (2y)", — (14. 49) 
--— X. Tt 
式 中 H, PERE KRS Unt He VE 
4] 
—. (— D'n! n—2k 
HG = P gap 220". (14. 50) 
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由 (1. 30) 式 及 (14. 49) 式 可 导出 29 ， 


H,( 和 = | dr | 2x | HG 


-| S: exp[ — (x — X)! JH, (x) . 


—9 ixti (14, 51) 
把 它 与 H,(Cz) 的 递 推 性 质 
H^ Gr) = 2nH, (x) (14. 52) 
be qp 
dx rao Cy CX) = n2^7H, (X) 


dX dX 
mrs rere ce 
dX 
所 以 ,在 正规 乘积 外 的 微 商 运算 可 以 进入 : 
(14. 46) 式 导出 二 的 正规 乘积 展开 ， 
X" 


1 ep A 1 
Y (n—I1)! lt qx X 


(14. 53) 


:内 部 进行 由 


n— M m d ni - 
— n — D ' i :2 CDS s Xm 


Dr Y D” (2m 1 
l E (1) 
— /n(—1» : 3 (— 1)” (2m—1 E S 
CS Area T rn 


| X? 


n—1 


n—- | 


(14. 54) 


读者 可 以 将 它 与 X 的 正规 展开 式 ( 见 第 -一 章 习 题 7) 作 一 比较 。 
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IT 一 


特别 当 ”一 2 时 ， 


1 opiy GR Cm Dm. 14.55) 


f. LABS AO LF ETE MEHR TE BUR e LO 
微 扰 和 参量. 哈密 顿 量 为 

X^ +A—, (14. 56) 
当 末 受 扰动 的 态 是 相干 态 |z) 时 ,从 (14. 46) 式 立即 得 到 


x | l | x) 一 VX >) — o Git, 
X n=0 AME r(» 十 r3 


(14. 57) 
也 可 算出 二 在 粒子 态 表 象 的 矩阵 元 ， 
X 
(n : i | ny = MS 一 (n ER Xn . | n? 
SEMI 
i cp 2m--l 2m 十 ] 
Ry 一 . mit a 
m r(m+3 E k-0Q 
OU. | altar Ft | n) 
CD Vest 3 ccce 
2 m= 2mP(m 72 + 1) 


一 2m 十 | n— n | | 
° rn 一 7 为 奇数 ， 
| minGi,n )— m]! 


/ f 
! n 一 MX 十 | 7 一 7 | 
m 十 - ; 


0, n’ —n HARK. 
(14, 58) 
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把 以 上 讨论 推广 到 动量 表象 , 则 可 以 导出 动量 算 符 的 逆 算 符 的 正 
| 


_ :25 Pl 0 04.59) 
= n! 
n-- 7 十 一 . 


从 以 上 分 析 看 出 ,如 果 没 有 TWOP 技术 ,这 类 公式 几乎 是 不 可 能 
导出 的 。 
P. ERBECTINHORIEBI CH, EO, 


P " (14. 60) 


n £1 kik +x 
: n n 
-nodEev( Sever 
Falf pl OP x 
— lua EE =T, o (14, 61) 


OO n ||. n 7 一 | | 
hs LE | nr nl" 


n! 


T (n--x)n4-cr— DD? 


= uz (14. 62) 


n 
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14.4 H IWOP 技术 实现 量 于 力学 感 义 下 的 
Hilbert 变换 


可 以 把 上 节 的 计算 与 数学 中 的 Hilbert 变换 联系 起 来 进行 思 
考 。 后 者 的 定义 是 
gy) = HT Ar] 一 lp L&D) 4, 
-lp| Latar, (14.63) 


Hoi Ap E 
f(r) = H'l gly) | =— tp) EU dy, (14. 64) 


式 中 P 表示 柯 西 主 值 积分 。 据 此 ,就 可 将 上 述 二 的 正规 乘积 展开 
X 


x: 
t | dr :expl— (x— XX]: (14.65) 
X mu ATI 
视 为 是 在 正规 乘积 内 部 进行 的 Hilbert 变换 ,所 以 就 可 用 上 有 关 
Hilbert 变换 的 已 知 知 识 。 作 为 一 个 习题 ,有 兴趣 的 读者 可 以 求 


-的 正规 乘积 展开 ,) 是 一 个 实数 ， 
X —A 


总 之 ' 有 了 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,就 可 以 对 狄 拉 殉 符 号 系统 
内 的 算得 实现 积分 运算 。 符 号 及 其 运算 规则 是 相辅相成 的 ,运算 
规则 使 符号 更 实用 ,这 正如 当 阿 拉 伯 数字 发 明 后 ,人 们 从 加 、 减 、 乘 
和 除法 发 展 为 弱 方 . 开 方 …… 以 致 于 微 积分 运算 。 对 于 量子 力学 
的 符号 (其 大 多 数 是 算 符 ), 目 然 需 要 发 展 一 套 有 关 算 符 的 积分 规 
则 ,从 而 能 帮助 我 们 找到 许多 新 的 么 正 变换 算 符 , 建 立新 的 量子 力 
学 表象 并 证 明 其 完备 性 ,建立 许多 新 的 物理 态 ,从 而 使 得 物理 理论 
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喝 上 一 层 楼 ,更 加 丰 定 与 深入 。 


14.5 ”两 体 一 维 库仑 势 的 正规 乘积 展开 


对 于 两 体 一 维 库仑 : 
来 求 其 正规 乘积 展开 ,最 为 方便 。 由 本 征 方程 (2.9) 及 | 分 表象 的 
完备 性 ,得 
z] Ex x Pa| oro 7 ICE 


2 
— EE m . exp{— y= (ay — d? )]1L9'— (aj — az ) |) - 


=- 二 | dy: 7 L expl n+ Van (X; — X,) | 


(2x 
° | dyeexpl— 224-429; CP, + P,) | 
- exp(ai a? aa — ai a, — a; a») 5, (14. 66) 
对 思 积 分 后 得 到 
] =. l1 |^ 2 
Xi—X, m "xl. dy expt 7) 
| exp[V27 (XI — X) ] — expl — 29 (Xi — X22] 
1 
_ yy 
. exp[ - SA]: (14, 67) 


E 3 
Lil. pry 2 
ee 7A. an expC7 7D (op 


|- (X, IE 
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lv Ta) yy yn 
/ox (2k +1)! 


EN à 
+ exp) — OG 2 |: 
u Gk— Dlley y, ya 
i >? 《2 十 1)1 (Ar Ap) 
OL ADU). 
a |: 


* exp 


一 >》 —— (X — XU 
2; (2k-- 2:817 77 
c (—1)" (X —X,)™, 
m! 2" j 


m=0 


— M > (CD 一 0 (x, X, o: 
£4 £4 (2hk-- )2^k YO — k)! ) 


|< c») (—1» 
一 >? 2. — | 5 (X; — X": 


— [£4 (2k+1) | 2n! 


=: D Lo oD" xm: 
n—0 n+ + 2"n! 
? 
n 
= wav EL x xmi (14, 68) 


推导 中 用 到 了 (14. 43) 式 。 注 意 到 
a: fla ,a) := 一 :Fa ,a) 3 aa 十 La Fa ,a) :| 


= afla’ a) :十 :2 :， (14. 69) 
就 可 以 验证 (14. 68) 式 的 正确 性 , 即 计算 
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i 
(Xi — X3) X —X, 
一 (da i +a) 3733 —_ CX, — X) ° 
V2 n=0 r(n-5 art 
(— D” E ml 。 
-L(aj +a) 3733 — ROG - Xpm 
(42 n r(»4-5 are! 
一 ] (14. 70) 


这 作为 习题 留 给 有 兴趣 的 读者 。 


14.6 三 维 库仑 势 及 其 他 三 维 位 势 的 正规 乘积 展 
Jr 5i 


本 万 将 把 上 述 讨论 推广 到 三 维 , 求 物理 上 常见 的 三 维 库仑 势 
的 正规 乘积 展开 。 记 |7; > 为 两 个 粒子 的 相对 坐标 Ra 一 Ra 与 总 动 
BE Pa 十 Pa 的 共同 本 征 态 ,从 本 节 起 下 标 ,8 分别 代表 两 个 粒子 ， 
下 标 i,j 二 1,2,3 代表 坐标 或 动量 的 分 量 ,因此 ， 


2 
| 7? — exp(— LEE + mal — Wi ap + ay ag ) 0,00, 
(14. 71) 
AP =. tin, ERR an [0,00 —0-—ag 10,0》 ,7 的 实 部 和 虚 
部 分 别 是 Ra 一 Ra 和 Ps 十 Pa 的 本 征 值 : 
(Ra 一 Ra) | m —29,| 20. 


(14. 72) 
(Pa Pa) 17m)» = J2m, | 712, 
R = os +a) 
| (14. 73) 
P. = — (da; — ag: ) 
Ji a a 


于 是 两 粒子 的 三 维 纠缠 态 | m y 
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| 7 =| 71592943? 
3 42 
一 exp > (- A 十 Nia ai 一 nia gi 十 asia J 0, 0>, 


i=} 
(14. 74) 
(R,;— Rg; ) | ip = 427. | yp, 
Dus = Nic 
现 考虑 |R, 一 Re|*(k 之 一 2) 的 正规 乘积 展开 。 由 于 


(14, 75) 


& 
? 


3 
|R — R; | | m= [ > Ra — Ra | | qm 
r=] 


n 
= 2° ( Niet Moet ni.) | m. (14. 76) 
BUS 


ER, — Ry i 23 | VE 
"D 
* | 06,,055«0,,0; | ow [37 (Nidai — V:A pi tasas) | 
ND :| VT 


3 
«exp > O| pl? + qa} — iag + Tias 


i=] 
— Tig; F Qi gs + aga gi — dail o; —ajag) | 
[d 
:| ^ Wirt 13+ 9L.) 


-X(-^3)-X0-^$ 3] 


= 2? :| Sheda dhas PE = OS Nit TR 93 
m 


k. 
2 


= 2 


== ] 


i= | 


310 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


| 


= (2 
一 9? :| MMe exp] — r^ 十 V27 * (R, — R;) -AeL , 
/n 2 
(14.77) 
在 最 后 一 步 计 算 中 ,已 令 
p^" Hs yr Us aye UU. 
1: 12 13 (14. 78) 


r= (u,v w), r=|r|= ve ti tw. 
现 把 (u,v,w) 坐标 系 转 到 (ww ,v ,w ) 坐 标 系 ,使 w 轴 与 (R, 一 Re) 
的 方向 一 致 , 以 至 于 


3 
re CR, — Rg) — w | Ra — R; | = w >| (Re: — Ra», 
i=] 


(14. 79) 
r=r = Ju? tvu? Hw’, (14. 80) 
再 人 
u —rsinÜcosq, v -—r'sinÜsing, w =r cosÓ, 
(14. 81) 
则 (14. 780 sR 8E 
_ Rte ud. an ^ de in | ! 
| Ro —R;| TU U dr dg ,Sin dð 
o 2 
° exp) 一 r? 十 V27 cosÜ | R, — R; |— RoR : _ 
(14. 82) 
用 泊 松 积分 公式 : 
(3) p 
J,(z) = | exp(izcos9)sin’@d@, (14. 83) 
g ^ 


/nT(v-- 5) 


式 中 Re(v) 2 — 5, J, GO Je DUAE RG z Sv 是 复数 。 对 
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(14. 82) 式 中 的 dd 积分 ,得 


"D + 


RR = PO, iE RR |r 
V/—i2^ | R, — R; | 
_ 2 
exp[— Ja OE. l (14. 84) 


| at exp àrd], Gr) dr 


p(s) 


2a TO 
式 中 Re(A)>>0,F BAVA JU fel PR. 


uv. BEEN 
F( 5l a (14. 85) 


y. — S (0), é 
Fo; Y; z) = 2 no ; 
(aja = lye, (a), = 0(04- 1) (04-1 — 1) 
| Xo») 
一 一 To (14. 86) 


式 中 nn 之 1。 对 (14. 84) 式 中 的 dr’ 积分 (用 (14. 85) 式 时 , 取 pe = 


kH v ATL —i 2| R— Ri) ,得 到 
t kd 
PES) uus a (R. — Rp)? 
| Ra — Ry |" = 3 BSS 2 | 
(5) 
u 2 
° exp| — eRe: c (14. 87) 


e Flo; Yz) = F(Y—05;Y; — z) (14. 88) 


Ab fj (14. 87) 式 ,得 
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LUC 
RR |=: "EI F(- 5,3, Se"): 
LETT) F-5,3, 15) 
* (dai 十 ao — ag; — ag, 2 x (14, 89) 


特别 当 k——2.,—1.1.2,3.4 时 ,得 


3 (&—RD,.. .v (一 1)(R R”. 
| 一 MO. LL EN 
RR P= TFs: 上 RUAD C 

u i ./2pf/l 3 | CR, — Rp)’ 
| R. R; | — F5: 2 ) . 

gun /2.5/ 1,3, _ RR) \. 
| R. R; | 一 元 : F( 235953 7 EE (14, 90) 

EN 2 
R -R | =: 3F(— 1; 3; — Ry) ): 
2 2 
一 3 十 :CR. — R5, 

po Be 33 (RR). 

R, Ry |= =: F| 259! i 


opf L 
| R, — R; |*= í à < | F(—2;3, RTR): 


= 15+: 10CR, — R) : --:(R, — R5, 
从 k=2,4 可 以 验算 出 其 正确 性 。k&= 一 1 时 就 是 库仑 势 的 正规 乘 
FERF. 
作为 其 一 个 应 用 ,可 以 考虑 当 两 个 谐振 子 处 于 其 真空 态 时 , 突 
然 在 这 两 个 振动 粒 于 上 分 别 加 上 正 负 电荷 , 则 马上 产生 一 个 库仑 
势 , 用 (14. 90) 式 就 可 以 计算 出 对 原先 基态 的 能 级 修正 。 
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14.7 JH IWOP RAS SAA AKA T 
$3 AT te deg, 77-08] 


前 面 曾经 用 TWOP 技术 简捷 地 推导 过 公式 : 
exp(Aa a) 一 :expl(e 一 1j)a al:, (14. 91) 


以 下 用 推导 上 式 类 似 的 步骤 求 expa "a ) 的 正规 乘积 展开 。 注 
意 到 


expla ''aJa' exp(— Aaa) = d. ca Lira T {2r—1) 


+ rr Da Or? 4+. 


- ii m, 
(14. 92) 
以 及 
expla 'a) | O> =| 0), 
用 相干 态 完 备 性 与 TWOP 技术 ,立刻 导出 
expQa “a) = | Sexpa tra) | 2| 
dz ty E | x | t 
= | expe a)exp| ? 十 za 
e exp —4a `a) | Oz | 
ay mel 
= :| SFexp(— z |+ za" 2; A IO moe- 01 
n ” m=O 


t t z 
。 a "UD va 一 a) . 


: exp(a' EMI HD a a)i, 


* In 0 


(14. 93) 
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应 用 数学 恒等式 : 
'1—xG— DT -1 — = > + 


^s. 


‘Th [1+m(r—1)], 


(14, 94) 


f= x pT — 1= feo + Y X E P). 


n=] n! 
(14, 95) 
例如 ; (0) —0, 


f(-[-xc-D]I^| =, 
_ 
f (0) == xr- D] F =r, 


f'(0 = r(Gr—D[1-— xi — DJ | Q7 rGr- D, 
X= 
AR 


O= [Omer] 7 


m= 


一 ira +-m(r—1)], 
就 可 在 形式 上 将 (14 93) 式 记 为 


exp(Qa a) = : exp(a’ {[1 — àa ^P" (r — p]? — a): 
(14. 96) 
从 (14. 96) 式 可 看 出 , 当 r->1 时 , 它 就 是 (14. 91) 式 ,由 此 导出 


a k 
(a'a) = (5) exp(Aa ' a) s 


X=0 


= (5) De- pr € : E (14. 97) 
由 于 
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pre (EE ey 


CX 
A n 


A! 
一 (14. 98 
2. nj iy teeta n ry 772 1 n! ) 
可 记 
7 
rm . (14. 99) 
nj tno, _, Im Nmn | m 


EMATE n 本 书 分 放 在 m 个 非 空 的 盒子 中 的 分 法 的 数目 。 把 


(14. 98) 式 与 
"- Nc — pr 人 Je 4 
_ D evn (” Je [a (14. 100) 
TH E . AY Al 


MERO —pm(" je. (14. 101) 
它们 恰 为 组 合 学 中 常用 的 第 二 类 Stiring 数 。 所 以 


C A "m R 
(2) (e^ — 1) ,= Mn |" ðk! = m!" 
(14. 102) 
把 (14. 102) 式 代入 (14. 97) 式 ,得 算 符 恒等式 ， 
R 

k 

Nt = (a'a) = > | a '"q", (14. 103) 
m=0 V 


NON— DON —kH D NIN - DON - EF D 2 | mm | 


Cx) 


= aum (m — 1): (n — k +1) 一 一 一 a sea" 


. exp(—a'a): 
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一 Dy € A exp(—a" a): 


= d "kat . ( 14. 104) 
所 以 (14. 103) 式 又 为 


TAD 


k 
Nt 一 > INN- D(N= m+), (14. 105) 
7 


m=O 


这 在 形式 上 与 数 ; ME DOR S 用 渐 降 因 子 分 解 的 表达 式 ， 
— (ER 
s 一 2, | sG— Dem D (14. 106) 


m--0 


相同 ,而 此 展开 系数 即 为 第 二 类 Stirling 数 。 用 (14. 103) 式 计算 
FORA FASE 


t [k 
IN ID=) | IE ^ = B, z |2), (14, 107) 
7i 


n-—0 


Bi(|z| take Bell 多 项 式 ， PA, 应 用 


= Xr | mini-: > e H4 'a"expC— ala) : 


(14. 108) 
又 可 算得 


Cz | N* | z) = expl] z |? >> 


y | en 


GC 

(14. 109) 

比较 (14. 107) 式 和 (14. 109) 式 ,可 导出 Bell 数 的 表达 式 ( 这 在 组 
合 学 中 常见 ) 

Barten [|e ct GD (14. 110) 


n 


以 上 讨论 表明 用 玻 色 算 符 代 数 关 系 可 以 方便 地 导出 若干 组 合 学 中 
的 有 用 关系 。 进 一 步 可 求 (aa Y 的 反正 规 乘 积 展开 ,用 其 生成 算 
ff exp(Aaa ) 的 反正 规 乘 积 形式 : 

exp(Aaa )= eexp(Ma ' a) 
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e IET exp(C— 4a ' a) | f» 
: expC| P|? 十 Pu 一 pa +aa'): 
— e || Pep e | 8|? +Bta—Ba’ 十 aa ) 


~— :exp[ (1 一 e”)aa |: 


- : Xa- ay aa”; 3 (14, 11D 
- n! 
由 于 
(1 — e)" = » c» Je" 
m=:0 m 
= 2C pe cp" m 5: 
v=0 m= 0 m v! 
=a eae "ie, (14. 112) 
v=0 niv: 
所 以 
k a i CX n—u A T Xn 
(aa ) £3 2,2, D EI oar 
k 
一 = cpr lata (14. 113) 


这 就 是 (aa )* 的 反正 规 乘 积 展 开 。 请 读者 注意 它 与 (14. 10325 
的 区 别 ,例如 当 k=4, JLI Stiring 数 为 


dos den Ben es 


TX4 o 2 t2 3 t3 4 td 
(aa)! ——aa  4- 7a?a ? 一 6asa ? atat, 


男 一 方面 ,由 于 a|m) 一 Vm|m 一 1), 故 有 
a "一 Sa | m><m |a" 


所 以 
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= :mt mn 一 1).…(m+1) aa?" exp(— a a) 
m==0 I 
= QCEIOU En - DON HE D, (14. 114) 


所 以 
k k 
(a = DOD] (NEON e — DN 4D, 
n== 0 n 


(14. 115) 
EaR N* 的 反正 规 乘 积 展 开 : 
pa [PB SYA tng 
N= ije a "a” | f» 
 expC| BI 十 Ba 一 po c aa^) : 
-Xcw[ : y — nin! 000 tet yet 
n=0 n| <0 lYÀn— Dt!in— D! 


< ; 
= "| | : Ha sui, (14. 116) 
1—0 n 


式 中 HH 是 双 模 厄 米 特 多 项 式 。 


14.8 JH IWOP 术 术 奸 出 有 关 厄 米 特 多 项 式 的 
算 符 公式 


由 积分 公式 : 


| [2] 
l | 2 ] n! 4 
AL dr — 9 r—y) 4n L. A of n—2k 
fa) cc T Qi £4 S Ya —2017 >? 


及 TWOP 技术 ,得 正规 乘积 展开 ， 


X= 二 | dr: expl 一 Gc — X)! à" 


n: 。 Y n—2h 。 
2; 25b | (n —25)1 7 ame 
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再 用 (14. 51) 式 看 出 


ca 
< u n! p 
X" = 2; FEQ dei Hea X), — 04110 
以 及 用 (14. 50) 式 看 出 
X" = (207: HGX) :. (14. 118) 
这 表明 存在 以 下 积分 公式 
Fa) dre — (r — y |x” = (21) H, Gy), (14. 119) 


把 (14. 51) 式 推广 到 双 模 情形 ,可 得 恒等式 


«(Ei esf an (P 


. . exp, 一 (i — x,y — (To — X,)?] . 


= 过 | dy) dy; H, (31) 


, X; +X; i X, — X: ^ . 
ee 
—2? (X +X,)" 2. (14. 120) 
由 此 又 导出 
CAET Xi X; ec (Do Se 
EE 20" n 5 j= OX + X,)": 


= : exp[ 21 X, 4X2] 
一 exp[ 21(X, ex) — 2t! | 


- XY nobts 5 Hi COH (Xe) « 


n—0 £=0 


(14. 121) 
比较 两 边 二 的 系数 ,得 到 和 迭 加 公式 ， 
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TI 十 Xz x 27 
Rm J- 25 Hac pi tis HG Hia Gro). (14, 122) 
特别 当 LO He T AT , 上 式 给 出 
2? H, (Žr) = ` agpo He r(x), (14. 123) 


以 下 讨论 如 何 把 算 符 /(X) 变 为 : /(X):。 注 意 到 
exp( = 34 2) (x)= > L(q)| df 人 


< ty lv ly tn it 
— (— +) Lp afol Phe ot 


n= Hn | 


一 xb df . dtexp(— "a — irt + ist | 


-J+ lp ds f GOexpL— Gr — 3)*], (14. 124) 
取 fa) =H, COE, EX E 


exp( 4 2-)H,GO =, |l|  dsH,(s)expl— (r—s)|2r', 
(14,125) 


所 以 


2 
exp(— + 7 az" — 2"H,G). (14, 126) 


再 用 (14. 51) 式 得 


42 
C 


1 
exp| 4 m 


n — 2H, (X) — iX". (14,127) 


依靠 此 公式 ,可 以 把 f(X) 变 成 : f(X): ,只 要 前 者 是 X 的 多 项 式 。 


第 十 五 章 
非 线性 相干 态 


15.1 引言 


近年 来 , 非 线 性 相干 态 的 研究 变 成 了 量子 光学 与 原子 光学 的 
一 个 热点 " 2055 ,其 原因 是 不 但 可 把 很 多 量子 光 场 的 有 物理 意 
义 的 态 矢 量 看 作 是 非 线 性 相干 态 , 而 且 非 线性 相干 态 可 以 在 物理 
实验 中 实现 。 例 如 离子 被 无 线 电 频 段 的 电磁 波 因 禁 在 阱 中 ( 称 为 
离子 阱 ) 的 相互 作用 哈密 顿 量 可 以 与 为 

Hin = Hem + Ha, (15. 1) 

式 中 How 93555 A BEA q 的 带电 离子 的 相互 作用 : 
Hem —— p * AC), (15. 2) 


FARAH HAA) ARR KM Se» RS A 的 变化 在 离子 
质心 的 位 置 测 不 准 范围 内 可 以 忽略 ,所 以 天 量 势 取 在 原点 0 的 位 
置 。 把 囚禁 离子 的 质心 运动 近似 为 一 个 三 维 谐振 子 , 其 在 坐标 方 


回 的 振动 由 
X. = | h (a; +a;) (15.3) 
Zw, 


描述 ,动量 为 pi mho, (aj —a;) , Wl) 


3 
Hem 一 一 一 2d, . EC (Hay +c. Cs (15. 4) 


k=l 
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AP c c RRP- MBERE E “( 妨 是 经 典 无 线 电波 的 负 
频 部 分 ;di — de, e, 是 单位 方向 矢量 ,d= 二 gqAx, Ar 是 在 阱 中 离子 
处 于 基态 时 的 质心 位 置 不 确定 量 。(15. 1) 式 中 的 HRB PA 
激光 场 的 相互 作用 (由 电子 态 的 著 迁 引起 ): 


Ha =— Yd,E(r,t)A;, (15. 5) 


sth d,;=<ild|j> AEDU | EBM OBA | PAAR. ffi 
电场 为 


E(r,t) = E,g(r)e* ]- c.c, (15. 6) 


RP g(r) 是 一 个 算 符 函 数 ,c.c do B THM CK REET, 4B 
对 于 光 频 w 作 旋转 波 近似 ,并 设 激 光 的 传播 方向 为 x 方向, 并且 
与 电子 态 |1>->|2) 的 跃迁 共振 ,在 这 种 情况 下 ,由 相互 作用 图 像 可 
以 得 到 相互 作用 哈密 顿 量 ( 以 上 标 (D 标 记 ) 


HY 一 3 ANELX (0) An expli Cwn —w)t | +O, C, (15. 7) 
E PEN 
式 中 N= —2d;5 PES Rabi 频率 。 设 行 波 光 场 


g(X) = cit = expl iz(a 4- a ' ) ], (15. 8) 
式 中 y= kA, k 是 激光 波 矢 在 zx 方向 上 的 投影 。 定 义 Lamb 
Dicke 参数 正比 于 处 在 振动 态 中 的 离子 质心 的 测 不 准 量 Az 与 激 


光波 长 4 一 字 之 比 ,那么 该 参数 就 给 出 一 个 尺度 ,在 此 尺度 内 可 将 


离子 看 作 是 一 个 与 激光 相互 作用 的 点 粒子 ,通常 记 7 Vn 十 1《《1 
为 Lamb-Dicke 极限 。 
由 于 


g(X) 一 em e*exp(— Th) = exo(— HLE) > C a a! 
b,1—0 S6. 


(15. 9) 
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即 (15. 7) 式 中 的 g[ 义 (1)] 通 常 可 以 写 为 f(a’ am Cina) 的 形 
干 态 。 也 就 是 说 在 讨论 因 禁 离子 的 质心 运动 时 须 考虑 非 线 性 相干 


XR 


4 o 


15.2 非 线性 相干 态 的 TWOP 技术 77077 


非 线性 相干 态 的 定义 是 作为 f(N)a 的 本 征 态 : 


be), = exp| FN Te || 0», (15. 10) 
由 于 
FMa 334 |=1 f(NDal2;—zlob;. 
(15.11) 


族 可 以 引入 有 关 /(N)a 与 到 NT" 的 广义 排序 。 当 所 有 的 


ANDE 都 站 在 SON a 的 左边 , 称 这 个 排 好 了 的 算 符 是 一 个 
广义 的 正规 乘积 排列 , 记 为 : :, 它 具有 以 下 性 质 ; 

(D 在 广义 正规 乘积 : :内 部 , /(N)a Saag aja’ 是 对 易 
的 , 妈 


AND? ' f(N)a= : ANI’ CN)a: 


AN AN 


=: f(NDa ue : (15.12) 
(2) 在 。 :内 部 的 : ,可 以 取消 。 
(3) 对 广义 正规 乘积 中 的 c 数 可 以 积分 (或 微分 ), 只 要 此 积 
(4) 真空 态 投影 算 符 的 广义 正规 乘积 表示 是 
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hoo |=: FON Te ENa |, (15. 13) 
其 证 明 如 下 :由 于 


a "q" = RNC | LfONDa 


exp| — AN 


aN =D ja fa , (15. 14) 


所 以 


Ta ANa | : 


Lar ANC o joe]: (15, 15) 


15.3 非 线 性 相干 态 的 完备 性 关系 与 广义 压缩 算 
符 


BT ERENT BARRE ERAT 的 本 征 态 : 


-=a | z) = z] z) | E>, = explza f(N)] | 0). 


ANS 
(15. 16) 
(Iz 0») fl, 的 内 积 是 
Sz | y X0 | explz" f/CNDa Jexp| zx 5 at | 0» 
— exp(z'z), (15. 17) 


非 线性 相干 态 的 完备 性 关系 由 下 式 构建 


| Szexp(— z| | zp Kz | 
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dx 9 P4 十 

=| Fowl lel ym | 

:exp| 一 ANC FKN? CNa |: expe" fCN)a] 
-fdz +r 1 
-| x :exp| — ran etg D^  KN—D 

sa’ f(N)a tz" fONDa. : 一 1 。 (15. 18) 


在 推导 第 二 步 中 已 经 用 到 了 广义 正规 乘积 的 概念 , 即 在 
-exp| agape’ fCN)a Epe 的 函数 ,而 右 


边 是 fONDa 的 因数 ,因此 第 二 个 积分 总 体 是 一 个 广义 的 正规 乘积 
形式 , 故 可 以 用 TWOP 技术 积分 之 。 
作为 TWOP 技术 的 另 一 应 用 ,考虑 用 非 线性 相干 态 构 建 算 
符 : 
U =; | s | ES |sz—rz'», Cz | 


] 


exp(—> |sz—rz'[l— dz lu 


T 


1 2 
7 ps} | St els Le +52 nee 


x u l t lI s 2, I x_x 
十 之 rN? Hor sz* 十 "RES 


—ÁN- ANC ' fUDa] : 
i Ege] exp 一 (a a5 )Ins* | 
exp s LA CN)aT E (15. 19) 


ACBisl^—|rl^-—1.3FQUHT RRHBSEX: 
exp(ka'a)= : expl (et — Da a]: 
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= : exp| (eI ANC AN Ip fF Na |:, 


(15. 20) 
用 (15. 19) 式 可 证 得 
AUT T '. (15. 21) 
U^ ANCD a'U = s* NID —r*' f(NDa, 
(15. 22) 
所 以 称 U 为 三 义 的 压缩 算 符 。 


15.4 非 线性 SUC) Eii Eli RT 


在 早期 的 基本 粒子 模型 中 ,有 夺 克 的 SUC ES, SUG) RE 
有 8 个 生成 元 ,在 三 模 Fock 空间 中 的 表示 为 
S = ai a? + az Gis 
S? —— ia, ay 十 iay a, 
S? = aj a, — a? ao; 


4 t t 
S = QA; Q3 Faz Q4, 


, (15. 23) 
S —— ia as +a} a, 

t t 
S? = az a3 +a; az, 
S 一 一 ia? Q3 +a; 2» 


sé —À x | 十 aj ads — 2a; TE ) 9 


这 里 [ai ,ai 一 9.，S: 与 S* 分 别称 为 电荷 算 符 与 超 符 算 符 。 可 以 
建立 非 线 性 的 SU(3) 电 荷 . 超 荷 相干 态 |z,y,g)》y, 它 满足 本 征 方 
程 

f Ni,Ns, Ns)aasas | zyy， r= z | ZYQ? f» 

N; = aja; QS, Y=, 
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Q|zyq =q | FM es 
Y | zys) = y | z, yq。 (15. 24) 
注意 : 
Lf ONi, N2, Ns3)aiazas,Q]| = 0, 
| FON, s Noy N3)a1a2a3 Y | = 0, 
^ YoRIzy,; 的 显 式 , 把 它 在 三 模 Fock 空间 中 展开 : 


| ZYQ? f = 2; Coen. | MN, l? , 
m,n i= 0 
t (15. 26) 


Tm tn ! 
T 02 di. | 0,0,0» 
9 $ o 

! 


iE Q5 Y (FHF Iz yo 5) ERI 
n—i-—2y—q., m—i-— y-rq, (15. 27) 
把 FCN, N2, NiDaiasas 作用 于 (15. 26) 式 ,得 递 推 关 系 : 


(15. 25) 


| MN l? 一 一 


C m a 
mon — m—l,n—l, l 


C 
fíim—l.n—1.41— 0D Vv mní 


— 4 fim—DWYn—DlT 1 
n m!nM! ll fin k,n Rl Ro 


(15. 28) 
不 失 一 般 , 令 ml n=l, MA 


eC Caraa) 
[pu C 2, [GQ — F Dem] —13- Dena]! 


l 
II f(m—k,n—k,l—k) m 


i 


— l,n— [.,0», 


(15. 29) 
式 中 Co Cn ,0 是 归 一 化 常数 , 而 


l 
|n —L4- Dm] — l+ D] 
i 


-JI 


l 
b=] FON, +-{—k Ne +i—k , N; +i—k 


) |m—i,n—l,0» 
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1 
1L (m—i4-Da-—Il4-Df(N; 1k N: -12 EN, —14- E) 


"| m — i.n — (.,0» 


~~ 


[ 
_T 
= CN, d- E) CN; +k) FUN, — LHR, N: —1 +k, N; — 14k) 
7 m —l.n--i.0», (15, 30) 
用 算 符 恒等式 
(aj aj às ) MI FON, EN J- b, Ns +R) 
k=] 
=| f Ni, Ns, N; )aj az az | (15. 31) 
及 (15, 30) 式 ,可 把 (15. 29) 式 化 简 为 
] í 
| ZYQ? f =O F i} INNIN OIN Nop” az 3 1 
-|ytqs2y—q,0 


= Coen NS pa ad a] 
OXP NIN, FON, —1, N; — 1,N; -DU 9? % 
| y+qs2y—q,0>. (15. 32) 


特别 当 AON, N2, N3) =1, (15. 32) 式 约 化 为 普通 的 SU(3) Fh für, 
超 何 相 十 态 : 


zy 一 Coexp( xA N; à; a; aj ) y+q2y—-q,0>, 


(15. 33) 
EE aiazas 的 本 征 态 。 事 实 上 ,把 as 作用 于 上 式 , 得 


as | Zo yq? = C, | as exp(x rt dj ay ) y-FEq.Zy—q,.0? 


— _* tod 
— NN," ad? | ZeVsQ o (15, 34) 


B aj ao — o] a; =], Hj i, Q142Q3 | zy y gQ =z zy). 
Ni N: 
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] 


FON, » No INO) OOOO (15, 35) 
CN, + DCN, + 1T)ON; +1) 
则 
Zy Qr 一 Cexp 520. TNA a; a3 || y+qs2y—q,0>. 
(15. 36) 
由 于 光子 相位 算 符 (Suskind-Glogower JE 3& 4E ——————4ai. Br VA 


7 N 十 1 
上 式 是 三 模 SG 算 符 的 本 征 态 。 
可 把 以 上 讨论 推广 到 m 模 情形 ,参见 文献 L134j， 


15.5 ”密度 年 阵 在 非 线性 相干 态 表 崇 中 的 展开 


用 非 线性 相干 态 的 完备 性 关系 (15. 18) 式 ,可 以 把 密度 矩阵 o 
展开 为 


p= | EEP cerexp(—| zs, Gl. (15,37) 
Py(z) 称 为 p 的 广义 PP Xem. (15. 37) 式 的 逆 变 换 为 
P exp] z D = [SP R| p | Prex zz A, 
(15. 38) 


APEA DO; 是 不 互 为 共 斩 的 非 线性 相干 态 。 
事实 上 ,把 (15. 37) 式 代入 (15. 38) 式 ,并 用 (15. 17) 式 , 即 得 


|£2, «— gi [Sx P,Goexpc- zz, | By 
: exp(g'z — z'p) 
-| dz ps )exp( 一 | z |? j| £P 


 exp(f'z —z'B—B^z' 十 xD 
—P,(z»expC—| z |^). (15. 39) 
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这 是 对 于 普通 相干 态 理论 的 非 平庸 推广 ， 
为 进一步 利用 (15. 37) 式 把 密度 矩阵 p 展开 为 “反正 规 乘 积 
(这 里 的 反正 规 是 指 所 有 的 元 一 Ja 站 在 /(N)a 的 右边 ) 5 
入 广义 反正 规 编 序 下 的 积分 技术 ,其 主要 内 容 为 ; 
(D 非 线性 玻 色 算 符 fCNDa Blog ja! 在 反正 规 乘 积 记 
号 ; 内 是 相互 对 易 的 


f(N)a = i ANa za 


fON 
AND’ "fCN)a i, (15. 40) 


1 
f(N—1)° 


NC 
(2) 在 一 个 反正 规 乘 积 记 号 ; m ^i 3 可 以 取消 。 
(3) 可 以 对 i :内 的 c 数 进行 积分 ,只 要 该 积分 收敛 。 
(4) 真空 投影 算 符 的 反正 规 乘 积 形 式 是 
| 0><0 EIE " exp[inf (NDa]exp| in” ay Te | 
(15. 41) 
证 明 如 下 : 
| expt- ig — f(NDa]pexp|—in'[2"— FN Ji 


-| dy. exp| —| 7 | —inlz-- f(ONDa | —iy URNA | . 


AX 


。 ] t x 
T. exp|— ANA — z [fa — 21]: 
一 | z), -<<z | exp( 一 | z op (15. 42) 
当 z=0, (15. 42) 式 变 成 (15. 4D 3X, 
用 (15. 4D. (15. 10) 式 及 (15. uu 可 得 


| z>r Kz |= | EE ANI t Jexplinf CNDa] 


expl it sex Jet" fAN)a] 
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2 
= | exp| inf (Na+ in’ cxi +2"fCNa 


1 t EN 2 14 ee g 
"UNDA |expt |zx|^—129—iz'2') 1, (15.43) 


联 立 (15. 43) R. (15. 39) 式 和 (15. 38) 式 ,可 得 
=- | | CP g] p | Bo exp(B'z —z'B) | zo, ,CG | 
= | S| P B| o| Byexpif'z — zB 
[83 exp) inf Na + in ze ma +2" f(N)a 
PN pe | ! exp(—| z |? — iz — ig^ 3") 
=: | Bl elm, fE Sexp| inf (Na + in’ ANC "uu 


| exp] -| z|'—izp—iz'yBÜ'o—itBExfUODa 


tea ape ji 
|| ££ ce dE rex [ if (Nat i gat 


i 


+ exp| | Bint xxm JLraoa- ig 8]: 
| ar | o | PexpC-]| 817) 


. exp| 8° /(NDa — B a 550" + fIGNDa ANH | 
2 
) | S TexpC-| 9| —i Brig» i 


EE dp — " — Baa’ 
=| E kK B| e | P;exp| B fCNDa PRN —1)° 


+ fCNDa AND | 2 (15. 44) 
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这 就 是 密度 和 矩阵 的 反正 规 乘 积 化 的 公式 ,尤其 是 当 是 已 经 广义 

正规 排列 好 了 的 ,那么 用 (15. 44) 式 积分 立即 就 导出 的 反正 规 排 

序 。 例 如 由 exp(Aa' a) 的 广义 正规 排列 式 (15. 20) ,立即 可 以 导出 
s<<— B | expla aD | R; 


, EM 
(BI: exp| Ce! — D) AN-D* f (Na |: B; 
=exp(— e | B |^», (15. 45) 
代入 (15. 44) 式 ,积分 得 到 
2 
exp(at a) = f cexp| — @ JBI 8 f(NDa 


a’ + f(NDa 


] i T | 3 
NT KN-1* Ji 


-——À a —À li t 5 
(15. 46) 


15.6 非 线 性 相干 态 的 正 P 了 表示 


丁 介绍 如 何 对 于 非 线 性 系统 引 人 和 人 密度 矩阵 的 正 P 表示 , 它 
说 明 , 对 于 有 物理 意义 的 密度 算 符 总 可 以 选 为 是 正 的 表示 ,这 与 有 
的 P 表示 为 奇异 的 或 负 值 截然 相 异 。 为 了 以 下 讨论 的 方便 ,改写 

/lz 
| 2, = exp 人 9 Je aap” | O>, 
| z)? 一 exp(— HL )exp[za t fO] | 0>, 
引入 广义 正规 乘积 形式 的 投影 算 符 : 


一 = 一 ANC | £002): 


(15. 47) 


| £z), pi&2 | == 。 exp 


— [d rexp[ — (c— 20-2); ó|e— END | 
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, sfr 一 /CND)a]exp|- [一 ANID" [fr fa] , 
(15. 48) 
式 中 
DL ANC Jte — fCN)a] : 
(15. 49) 


j£ (15. 49) 式 代入 (15. 48) 式 ,并 令 
r= dD, p= baz), Pyer Emm, 
(15. 50) 
则 (15. 48) 式 变 为 


dads. 
EXT = | SS : exp[- |z} Gen | 


| 21 Be | 


. [2—5 (2: +2) |-4 


- [zige le fO) :. 


(15. 51) 
可 以 认定 
2 
] 
exp — H =g latz k 十 到 (zi 二 zi)z| 一 nce Iu E27 


z| 1 
exp| Sb -1 | z dx» P+ ol tee" |= ja] E86, 


(15. 52) 
再 注意 到 (15. 17) 式 ,可 把 (15. 51) 式 纳入 以 下 紧凑 形式 ， 


dzd’ 
| 2», €x = | SS COUTE e, eu] I, 
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| dz—zml | zi? (C2 | 
exp(— #1 ) A. (15.53) 


把 它 代 入 广义 了 表示 ,就 有 
p= | EP) | z^, PSSZ | 


= [dz dz Pj Gi zs) | n? Cn | (15. 54) 


"Se | 之 ] ¢ 
式 中 
1 d? 
P (zi z2) =- 二 | -P,Q mne I4 Iz», Aa] TR, 
Imm | 
exp( 7 ) (15. 55) 
或 


d. | ey ze |’ Z1 + z? zi + 2% 
Pp (2 9%) = 7 exP | " ) <A |p| — > fo 


(15. 56) 
这 称 为 非 线 性 相干 态 基 下 的 正己 表示 ,因为 对 于 有 物理 意义 的 密 
度 算 人 符 , 它 总 存在 并 且 可 选 为 正 值 ,注意 在 (15. 51) 式 中 dz 与 
d'z, 是 独立 的 变量 。 


15.7. 三 义 特征 轩 数 与 正己 表示 的 关系 


用 (15. 56) 式 可 以 建立 以 下 积分 
l= [Pr (zi +22 exp(Az 3— à * zi d zid’ z; 


| 1l. x ye | in—zl 
= | isexpae: À zi)exp| n ) 


UTE ZTE gta de, (15. 57) 


如 (15. 50) 式 那样 作 积分 变数 变换 ,并 用 非 线 性 相干 态 的 完备 性 ， 
得 
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j= | exp bn FACE — 9") 
—A* r+ p45 Kt] el Dy 
9 ] t ¥ 
= exp(| A |“) Tr exp A F(N —1)° jeexpl~2 fX(NDa | 


一 exp( A) pexp| À ANI A" fONDa | 


= exp( 41) ya), 


(15, 58) 
AP x; CAPRA) ARWR. SLA EB A 4S. 


] t . 
Ir pexp| À FN — T5 —A f(NDa || 


2 
-exp(— 5E )| Pr (z;,z,;)exp(Àz $— À *z d zi d? z. 


(15, 59) 
BEDS SCFFTE RAN SIE 已 表示 之 间 的 关系 。 进 一 步 , 用 y (4) 可 
定义 广义 Wigner K: 


expa "a IW (UPA = Wa), (15.60) 
它 对 应 于 广义 Wigner 
[exp — Je Dexp[A 


ok ont LL. 1l* 23 __ x 
ANC À f(NDa dX = Aj (asa ). 
(15. 61) 
其 正规 乘积 形式 是 
。 0 1. 
Ay = 一 » €xp 一 2 a*— KN-D a! [a— f NDa ]Y: 
(15. 62) 


用 广义 Wigner 算 符 可 以 定义 算 符 p| SNe rcx | 的 经 
Ji Weyl 对 应 函数 ， 


336 从 量子 力学 到 量子 光学 一 数理 进展 


o 8 于 1t | 2 x | M 
o| Naye = 2|d^akCa,a* )Ay(a,a’ ), 

| (15. 63) 
把 它 代 入 (15. 56) 式 ,并 用 (15. 62) 式 ,得 


-l exp | 
Pj (zi m= 57 eXP( 4 | 


| Pax(ayar) (CUTS A, Casa?) | 8, 


_ d uH | <1 — €2 | 
i 7 exp 4 | 
° [d'a (a+ 93 or} BEE?) exp 2 la|*), 
(15. 64) 
所 以 当 o Bde Si Weyl 对 应 图 数 已 知 时 ,可 由 上 式 求 出 其 正己 表 


15.8 非 线 性 “条 "守恒 相干 态 与 非 线 性 纠缠 态 


4 N,—a a.N,—b 0, 并 注意 到 以 下 两 个 算 符 对 易 : 
LN 一 NGNag(N)p] = 0. (15. 65) 
试 导 求 它们 的 共同 本 征 态 : 
(Na — ND | rq =!) r,s 
FON ON) ab | PM pe =O |r .gq po 
利用 非 线 性 相干 态 ; 


_ ,t+ p + 
| a «B» rs = exp| FTN. — D^ TON, -一 D^ | 0,0» 
=| Ds Kl 应。。 (15. 67) 


(15. 66) 


今 
a= Àe "9, Bo uet, (15, 68) 
Wla D , TRAD et HEFT AR AE] 18 
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Aue @ c= D | "deett | ash, 


—21:8 Xn 
-一 = C, 3 —— | n+qsn, 
= Dnt(n -- ) ET? TI ro Tow 
m--Q 
(15. 69) 

XB C, 是 一 个 归 一 化 常数 。 再 令 4 二 4 二 re'， 

1 re™? t+ ,| re i 
ML iJ. dye exp! FR — T5" tacN, D’ J| 00 

— C, y -一 一 一 一 一 | n--gq.n, 


= alng)! T so [Leo 
(15. 70) 
就 可 以 验证 |r ,gq>j.s 确 实 是 “ 荷 ” 守 恒 的 非 线 性 相干 态 。 特 别 当 
AN,) 二 1,g(Ni) 王 1, 它 约 化 为 “ 荷 ”" 相 干 态 。 在 非 线 性 介质 中 的 
双 光 于 吸收 或 增益 的 过 程 中 可 能 会 生成 这 类 相干 态 。 
注意 到 


FN DAN 5° b’ AN -N; |= 0, (15.71) 


将 exp| AND AMO | 作用 到 到 ,grv 上 ,得 到 


LE 2 01 p 
a FIND gM 7D P ] Pre 


d [age E 0 0 01 0 qti 
-z]. dge"? exp| 2 FON, —Dg(N,—)* b 
re * at re? pt 
TAN. Dt *gN,—D | 10,0) 
= || 7 fg (15, 72) 
2 
1 


一 一 —ip = 7 1 Tht 
I= Teg cep - FN- DND? ° 
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Qty pt 
T FCN, — D? + ON, — 1)” | | 0,09, 


(15. 73) 
称 之 为 非 线 性 纠缠 态 ,而 (15. 70) 式 可 简化 为 


| 22 ,9) jy, = H” dge** | 7 = re™), (15. 74) 
7 一 re rr 所 遵守 的 本 征 方程 是 


] 
FCN at (N; =e" | T tre 一 7 | ETE 
(15. 75) 


BNO Fr 34" | Die = T| Phe 


特别 当 FOND) =1,¢(N)=1, (15. 73) 式 约 化 为 EPR 两 体 纠缠 态 。 
以 上 讨论 表明 ,对 应 于 非 线性 相干 态 也 可 以 定义 非 线性 纠 纺 态 , 它 
们 在 光 的 非 线 性 过 程 中 会 起 作用 。 


15.9 ” 非 线 性 纠缠 态 的 完备 性 关系 与 双 模 广义 压 
缩 算 符 


为 了 构造 非 线 性 纠缠 态 的 完备 性 关系 ,引入 另 一 种 态 : 
iq» =exp| — 5 —f(N, — DEN, — Da’ 


4 af OS, — Da! 4-3 gN, — Dé | 0,05, 


(15. 76) 
人 
1] 1. 
0,0><0,0 |= : exp] — NT FON yt FN)a— my se BNIB] 
(15. 77) 


FA TWOP d$ RAR SP VEA FA BK RrHdESgg | ket» bra | WBF. 


d' Iu d'y ale l t 
j£ | Prg re 人 人 | 一 i exp| — 2 — KN, -DgN, — D* ? 
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0. 4 L0. pt 
TFN, -D° HN, D? | 


2 
.| 0,07(0;0 | exp| — LLL —abf CN, —Dg(N, — D 
+ n*af (N, —1)+ 7bg (N; 一 D | 


2 


_|d7. tn le l + 
=| Fi e|- 1l o mt 
+ at tO] 


Cras cot +af(N.—1) | 


一 De ! f(NDa — AN, Cp E Nb 
tpt i ay). 
FN ODAN, D? P caf N, DEAN, LD} : 
= 1, (15. 78) 


(15. 78) 式 也 是 一 种 完备 性 关系 。 从 (15.76) 式 引信 
|a», = d det pm reus (15.79) 


它 与 (15. 74) 式 不 同 。 从 (15. 74) 式 与 (15. 79) 式 ,又 可 以 导出 另 一 
种 完备 性 关系 : 

l9?9 foo 

2; | dr || Mpg neh Sql] — 1. (15. 80) 


然后 计算 


f9 t 
ta sg | SON, Jac Nn 5b | 


[a N+ za! | |O pe 


—H? palr ,gqg | r m = r’ hel lra | r qu 
far Sq | NaS ND | n e, 
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=g pe hr ag | r,s, = gq pee |r ,gs (15.81) 
nu Cg |r ,gp = FO(r—r ag a (15. 82) 
作为 (15.78) 式 的 应 用 ,计算 以 下 的 积分 ,注意 u 一 e， 
d? 
COL. | P 1, fig fra SY | 
_ d' 了 1 7 t 
| exp, 2 (Uu) ay H8 


l 


003 ub! tpt 
tND OKNSDEN -D° 7 
dl t 1 i 

N.I’ fCN.Ja zN, 2 iy? g(N,)b 
—abf(N, — DEN — D + af (N, — D+ 9bg(N,—D | : 

E l + l + 
一 secha ; exp{ tanh N.D? iN, 5’ 
tw pa ON a +—_1 _ b g( Ns) | 
f(N, — 1) g(N,— 1) 
* (sechA — 1) — tanhaf(N, ag (Ns)b) : 
_ l1 :1 
= exp| tanha F(N, —1)° zN, D° | 
。 expl (a! a 4-5! b 4- DiInsechA] 
* exp| — tanhaf(N, ag (N,)b]. (15. 83) « 
这 就 是 双 模 广义 压缩 算 符 。 
在 Sy.s (4) 的 变换 下 ， 
1 - l : 
SeA) FN pt SrA Po AN, — D° cosha — g(N,)bsinh À, 
| 7 l 1 
Sre AD FON. aS ,,CÀ) = f(N,)acoshA zN, ~1)° sind, 


(15. 84) 


LO OUY te |e ee ee a 
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习 XH 


L. 可 以 把 量子 光 场 中 的 某 些 态 天 量 看 作 是 非 线性 相干 态 。 例 如 单 模 压 
缩 真 空 态 SCz)|10 ,其 中 


试 证 明 : 


式 中 a— e tanh Y, 


S(z)-— exp( a" — fra" ) , 


" 
z= re, 


] 
N+] 


l 


a’ S(z) | 0> = aS(z) | 0), 


a^S(z) | D = aS(z) | 1>, 
十 1 


2. 在 相干 态 |z》 上 激发 m 个 光子 ,可 以 用 态 a'”|z) 表 示 , 称 为 光子 附加 
ST AEREE At a ”|z) 看 作 非 线性 相干 态 ? 


3. KM E e 


系 。 


AP 


aja 一 xla> 的 非 线性 相干 态 , 并 求 其 相应 的 完备 性 关 


4. ok expl (oet ) jexp{of /CN)aJ) 的 广义 正规 乘积 展开 .。 


用 纠缠 态 表 象 求解 的 若干 量子 力学 问题 


16.1 转动 电 偶 极 于 和 广义 爱 仑 费 斯 特定 理 


本 节 用 纠缠 态 表 象 推导 广义 的 爱 仑 费 斯 特定 理 。 爱 仑 费 斯 特 
定理 的 原来 涵义 是 :根据 玻 尔 对 应 原理 ,经 典 力 学 是 量子 力学 在 普 
BH yz AX AO 的 极限 ;量子 力学 不 但 须 与 经 典 物 理 在 某 种 近似 下 
与 经 典 物理 自治 ,而 且 也 应 导出 经 典 物 理 的 定律 。 例 如 ,从 基 定 调 
方程 可 以 导出 所 谓 的 爱 仑 费 斯 特定 理 : 

9,(QP» = (FP), (16. 1) 
式 中 己 是 线性 动量 算 符 ,下 = 一 YY 是 力 算 符 , (16. 1) 式 是 牛顿 第 
一 定律 的 量子 版 。 铬 要 把 该 定理 推广 到 转动 系统 , 即 要 求 有 一 个 
有 关 角 动量 运动 方程 的 量子 力学 版 本 , 那 就 是 广义 的 爱 仑 费 斯 特 
定理 。 

对 于 转动 系统 的 经 典 角 加 速度 方程 : 

3 (lø) = M, (16. 2) 
AH T EREE Be ETRE 是 角 频 率 ( 一 个 轴 矢 量 ),M 
是 系统 的 力矩 。(16. 2) 式 也 可 写 为 


lo = L, 9L — M, (16. 3) 
式 中 工 是 系统 的 角 动 量 。 以 下 举 一 个 典型 的 例子 以 说 明 如 何 推 
导 广 义 的 爱 仑 费 斯 特定 理 。 


一 根 长 为 d 的 均匀 棒 的 两 问 各 带 正 电 Q 与 负电 Q, 以 棒 的 中 
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心 为 定点 转动 轴 , 亦 即 一 个 电 侦 极 子 在 平面 上 转动 , 弟 数 外 电场 为 
E, 方 问 沿 平面 。 所 以 电场 力 为 = R, REA M=dXF, 
ROPE EA xy Fi. BAA cA, WAS RAA 


hod 
. 21 ae? (16. 4) 
V(O) =— P * E =— cosóQEd , 
式 中 1-45 Md , X3 16. 4) 式 提出 一 个 全 量子 力学 算 符 形式 的 哈 
LT M 
2 
H= i (a a — b! by — QE dcos8., 


cos = = ( [SP + e), (16. 5) 
[aa ! ]- L| b, 6" =, 它们 是 玻 色 算 符 。 引 入 纠缠 态 表象 
(| 一 《0,0 | exp(— 5 |7|? +7'a— nb +ab), (16.6) 
式 中 =||”. Mjh 
(| (a! a — b! b) IET (16. 7) 


AP 


A L,—a' a 一 bib 是 角 动 量 算 子 ， [s ge 1e, 


à 2 
(7| H = (7-3 Sz — cos0QEd )y E (16. 8) 


这 正好 与 (16. 4) 式 一 致 。 用 海 森 堡 方程 可 以 导出 角 动 量 的 运动 方 
程 : 
2, = =[L.,H] —— EQdsin®, (16. 9) 
上 式 右 边 正 好 是 系统 的 力 所 ,所 以 它 正 是 广义 的 爱 仑 费 斯 特定 理 。 
可 以 继续 导出 
9, e9 — i = (e990 + 3@e®) 
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l rie 
一 ale ,HH 
一 xL, e + eL», (16. 10) 
由 此 可 见 角 速度 的 方程 为 
10 ==, (16. 11) 
它 与 经 典 方程 lo —L 一致 。 而 角 加 速度 方程 为 
ZO —— -EQd sind, (16.12) 
vs Hy $29, (10) =M 的 量子 对 应 。 以 上 讨论 表明 ,用 纠缠 态 
MM 


16.2 从 非 简 并 参量 放大 器 与 纠缠 态 分 析 “ 不 变 
本 征 算 符 法 ?" 求 能 级 间隔 :904 


量子 光学 中 非 简 并 参量 放大 器 被 用 于 实现 参量 下 转换 过 程 ， 
其 哈密 顿 量 为 
H, = walaa +b b) 3- g(ab d- a! b' ), (16. 13) 
Hy SERE EIS 2/7; AAG 


T -一 lal Hi | 一 一 oa- — gb, 


J (16. 14) 
br = [b, H, ] = wb + ga' , 
t 
WA 
i (a! +b) = (w—g)(b—a'), (16. 15) 


两 边 对 上 再 微 商 一 次 ,得 
- faa’ +b) = (v —g’)(a' +b). (16. 16) 
如 果 把 此 式 看 作 是 一 个 本 征 方程 , 则 a^ 十 6 可 视 为 “本 征 算 符 ” 
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(相当 于 通常 意义 下 本 人 征 态 方程 中 的 本 征 态 ) IBZ ARE i goH 


代表 苹 定 证 算 和 从 ,就 能 悟 出 o^ — g^ 代表 能 级 间 隅 的 平方 ,因此 
AE, = Va! — gi, (16. 17) 
它 可 以 用 对 角 化 Hi 的 方法 验证 。 由 于 < +6 的 本 征 态 是 一 个 纠 
缠 态 ,所 以 它 是 与 非 简 并 参量 放大 表 哈 密 顿 量 密切 相关 的 一 个 态 。 
由 分 析 一 个 角 动 量 系统 的 哈密 顿 量 ， 
H: = f° J + JJ-+ g] =- (16. 18) 
在 角 动 量 的 玻 色 算 符 实现 下 ,并 用 角 动 量 的 对 易 关 系 ,可 知 
i (a +b) =[a’'+6,H,|= f'(a — ) sg(a +6), 


(16, 19) 
由 
i (a — b!) = [a—b' Hi] = fla’ +b) +5g(a—b'), 
(16, 20) 
可 知 | 
Fate» =— (1f PHE) ab, (16. 21) 
与 上 例 同 样 的 考虑 ,可 知 该 系统 的 能 级 间隔 为 
AE, = > VAT FP +e. (16, 22) 
由 于 a 十 5 的 本 征 态 是 纠缠 态 , 所 以 此 系统 的 哈密 顿 与 纠缠 态 密 
切 相关 。(16. 22) 式 可 以 用 对 角 化 A, 的 方法 验证 : 选 对 角 化 的 之 


正 算 符 
U z&exp(A'J,—AJ.), A=]|à] e°, (16. 23) 


则 由 


UJ U7 = J.cos2 | A i— (A*Ji+af_) rr. 


UA‘ Ji E AJ OU? = Q*J^4-AJ2cos2 | à 13-2 | A | Jasin? | A |, 
(16, 24) 
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可 以 导出 当 参 数 4 选取 得 适当 时 ,有 
UHU — V4|f | FeS, (16. 25) 
xx 5j (16. 22) 式 表示 的 能 级 间隔 公式 一 致 。 
总 结 以 上 两 例 , 可 以 看 出 :只 要 对 革 个 系统 找到 某 个 算 符 0.， 
它 满足 方程 


(i&y 0. — kO,, (16. 26) 
式 中 上 为 正 实数 。 那 么 ,由 海 征 堡 方程 得 
(i$) o. — [[O,, H], H] = kO., (16. 27) 


从 而 vk 代表 系统 的 能 级 间隔 。 上 式 可 相 比 拟 于 能 量 本 征 方程 
Hy 一 所 yy。 为 了 进一步 说 明 这 一 点 , 设 |c) 与 1d) 是 哈密 顿 态 的 
两 个 相 邻 能 级 的 本 征 态 ,本 征 值 为 E. 与 Ei, 则 由 (16. 27) 式 看 到 
€ | [(0..H],H] | d= <e | (O.H? — 2HO.H + HO?) | d> 
= (E,—E.)?<c | O, | dh = k<c | O, | d», 
(16. 28) 
可 见 & 确实 是 能 级 间隔 值 的 平方 。 以 上 求 本 征 能 量 的 方法 不 同 于 


直接 求解 薛 定 请 方程 ih Sy — Hy, 而 是 在 海 森 堡 图 像 中 进行 的 。 


故 把 此 方法 称 为 “不 变 本 征 算 符 法 ”。(16. 27) 式 可 以 推广 到 nn 次 
微 商 的 情况 。 


16.3 ” 几 个 上 述 方法 的 例 于 


以 下 给 出 用 “不 变 本 征 算 符 法 ” 求 能 际 的 几 个 较 具 体 的 例子 
(D 简 并 参量 放大 器 。 量 子 光学 中 常用 简 并 参量 放大 器 产生 
单 模压 缩 光 ,哈密 顿 量 是 
H = waa + iàÀl@ —a/?), (16. 29) 
发 现 ata! 是 “不 变 本 征 算 符 ”。 因 为 
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(ii) ta) 一 [La 十 a H], H] = (Gv —4M)(a-F a^ D, 


(16. 30) 
所 以 能 级 间隔 为 
AE = Vow — 42’, (16. 31) 
(2) BA 8838 IRF : 
H = wla a+b b) --A(a b+b' a), (16. 32) 
可 以 证 明 “ 不 变 本 征 算 符 " 是 a' b’, 


- Sa +b) = (w+à (a! +b‘), (16. 33) 
故 相 邻 二 能 级 间 隅 为 
AE =w+a, (16. 34) 
(3) frikis EEG BOUT EE. SIE iO 
存在 的 双色 原子 分 子 , 其 哈密 顿 量 为 
2 2 
H = IL LIA LAPQP,- VO — a). — (16.35) 
my 2m» 


式 中 Vin — x. EREA, E RIKE TANET BE, if kP, P: 
称 为 运动 耦合 。 以 下 选 


VG a) = Gn — a. (16. 36) 
则 有 
Cz, H] = a IP, [P,.H] =— itin, — zr), 
Cr, H] = LP, PH] ien — z), 009 9D 
可 见 “ 不 变 本 征 算 符 ? 是 
Qe = x — X2, (16. 38) 
Bp 
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(1 —2uk)O,., (16. 39) 


— RÀ 


tU 
pH 


式 中 4 一 一 一 二 是 系统 的 约 化 质量 。 由 (16. 39) 式 可 知 系统 的 能 


mi +My 
AE; -Au 0-280. (16. 40) 


s 
V 55 A 24 D AS eS Ty TOR A EAS d HARBOE 
AAA ST SLE RSA TY BAC. 

(4) 双 原 子 分 子 的 能 级 。 男 一 类 双 原 子 分 子 的 哈密 顿 量 是 


H = z- (PF + P?) + Smo? Gi 4-23) — Àr zz, (16. 41) 
HEAT KR 
rr H= E, 'P,,H} =— imu’ x, + IAT? , 


p (16. 42) 
[r H]- =+, | P.,H | 一 一 jm x» + Ar); 
onu f. dV , 
尝试 设 (i 下】 的 本 征 算 符 是 
Q.. = X + 2X25 ( 16. 43) 


又 设 能 级 差 为 &,k Mg 都 待定 。 把 (16. 43) 式 代入 (16. 26) 式 ,得 
.dy 入 » ag oÀ 
(i 5,) Ou= ( E yes + ( ge’ Ae 


— kO.. (16. 44) 
联 立 以 上 两 式 , 可 见 
| E og 4 1, (16. 45) 
PEE: S 
go 
nn 7TH 


由 此 导出 
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(s! A)a r, g ——1, (16. 46) 


k = (CESS (16.47) 


(5) 三 原子 分 子 的 能 级 。 三 原子 分 子 处 于 一 直线 上 ,其 哈密 
顿 量 是 


因此 能 级 间 隐 是 


2 2 2 
Ha tts t+ io aD S(O. 
(16. 48) 
鉴于 
[xı H] = H, | Pi, H] = it(xr, — x, —b), 
Cn H] = i, | P.,H | —— (Ca, — x; — b) + 170r; 一 —b), 
C.H] = Z, LP. H] —— iT(X3 — X: — b), (16. 49) 
KARATE 
Os, = zi + frst grs. (16. 50) 


MABE HER NA] WA kk Me f 都 待定 。 把 (16. 50) 式 代 人 (16. 
26) 式 ,得 


dfe de C3 HE Ee 
+ (ZL cs] = kÒ, (16. 51) 
比较 以 上 两 式 , 可 见 它 们 相应 的 系数 必须 成 比例 , 即 
ee 


m 
(16. 52) 


| 


此 方程 有 三 种 可 能 的 解 : 
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Ma) 


(16. 53) 


Gg) —0,—D. Gg) — C 2D. Gago = | 


jE (16. 33) 式 代入 (16. 31) 式 ,分 别 得 


7 T 2m 
ki =), b = |= (1495), ks =0, (16.54) 


故 能 级 间隔 有 两 种 可 能 性 ， 

kh = b - JE (1-28). (16. 55) 

从 以 上 几 例 分 析 , 可 以 看 到 由 于 在 海 森 堡 图 像 中 态 矢 量 是 不 

随时 间 改 变 的 ,因此 在 此 图像 中 用 海 森 堡 方程 讨论 (只 ) 的 “本 征 
算 子 "所 得 到 的 “本 征 值 "就 对 应 能 级 的 间隔 . 


16.4 在 相互 作用 图 像 中 分 析 “ 不 变 本 征 算 符 法 ” 


讨论 了 上 述 内 容 之 后 ,一 个 伐 有 兴趣 的 问题 随 之 产生 了 :在 相 

互 作用 图 像 中 如 何 使 用 “不 变 本 征 算 符 ” 呢 ”为 此 仍 先 考虑 哈密 顿 
BH =a a 的 情况 。 由 海 森 堡 方程 ,可 得 

Sa 

这 是 一 个 一 阶 “ 本 征 算 符 ” 方 程 ,其 解 a 二 e “a (0) ER TE 

算 符 携带 一 个 负 频 因子 , 即 丢 掉 一 份 5o 的 能 量 是 由 算 符 a 完成 


的 。 注 意 到 相对 于 谐振 子 而 言 , (i 全) 有 一 个 “本 征 算 符 ”(a? — 
al? ) ， 即 


- xa. Ho] —— iwa, (16. 56) 


2 
(i£) (a? ~a"? )= idu C (a 十 ai ) 


= 2al (aè +a'?),wa'a] 
— 4w (a? — a ?), (16. 57) 
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此 方程 的 解 为 

(à? —a'*?) = [a:(0)—a’'’(0) Je? 。 (16. 58) 
这 说 明 丢 抒 两 份 能 量 2ho dé Bl Ca^ —a ) 来 实现 的 。 这 使 我 们 想 
起 频率 为 w 的 信号 可 以 用 泵 浦 处 于 振动 频率 为 2w 的 非 线 性 晶体 


加 以 放大 ,所 以 从 求 (i E) 的 “本 征 算 符 ”的 过 程 中 可 以 悟 出 怎样 


去 构造 较 复 杂 的 哈密 顿 量 , 即 在 本 例 的 情况 下 要 构造 简 并 参量 放 
大 人 般 的 哈密 顿 量 , 必 须 包 括 (e 一 a“) 项 。 事 实 上 ,文献 [5 中 已 给 
出 一 关 光 场 与 非 线性 介质 的 相互 作用 : 


H, 一 aa ‘a + ihla —gi?ecm). (16. 59) 
把 A, 分 解 为 目 由 部 分 与 相互 作用 部 分 : 
H, = He +V, (16. 60) 


式 中 ,于 jo 二 wa a, V =la e mae m) HEA BIA ERE 
f 
Vi'^ = exp(iwa a)Viexp(— iwa a) = Ala —a!?), 
(16. 61) 

则 根据 相互 作用 图 像 中 的 算 符 演化 方程 ,得 
i SYD = [VD Hue] = 2waA(a? +a"), 

ay (16. 62) 
(iS) VIP = 4e Vi, 


AEVO KARELI) 的 “本 征 算 符 "。 但 需要 十 分 注意 的 
是 ,在 相互 作用 图 像 中 人 态 矢 量 不 是 固定 不 变 的 ,其 演化 方程 是 
iS | qup = VIP | wo”, (16. 63) 
或 是 
i Sus ,0) = Vil? (tu (1,0), 
u(t,0) | 4,0 =| dey, (16. 64) 


352 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


所 以 (16. 62) 式 中 的 4o 并 不 代表 系统 的 能 级 差 , V4o 二 2w 只 
表示 Vi 是 在 Zo 的 频率 下 起 作用 ,同时 态 矢 的 演化 受 
ui(t,0) = expl W (a? — at?) ] (16. 65) 
文 配 。 
以 上 讨论 可 以 推广 到 二 维 谐振 子 的 情况 ,其 哈密 顿 量 为 
9 —eya a 十 wb 5b, 在 这 种 情况 下 ,由 
d 


iq (b —a b y= | (ab —a' b ), Cana“ ad- «wb! b) | 
— a lab +a bi), (16. 66) 


式 中 Ca — Wy 十 co VIR 
2 
(i) (ab —at b) = olab aib'), — (16.67) 


其 解 为 
(ab —a' b) = [.a(0)6(0) 一 a COP! (0) ]exp( 一 ioost)。 
(16. 68) 
可 说 明 丢 失 能 量 ho. 是 由 算 符 (ce 一 a 5 ) 来 实现 的 。 这 使 人 们 
想起 处 于 频率 为 ws 的 经 典 平面 光波 在 非 线 性 介质 中 转化 为 出 射 
频率 各 为 wm jw, 的 两 束 光 的 过 程 ,其 哈密 顿 量 为 
H, = wa a-- ob! b+ ig| abexp(iwst) — a! b' expC— 1t) |, 


(16. 69) 
敌人 相互 作用 图 像 中 讨论 , 则 令 
H; = Hy 4- Vi,V; 一 igLapexp(iost) 一 a b' exp(— i0 |, 
(16. 70) 
就 有 
SP = ig(ab —a! b), (16. 71) 


CEUS) 的 “本 征 算 符 ” 


dy 
(i4) VED 一 中 VD | (16. 72) 
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由 于 在 相互 作用 图 像 中 态 矢 量 也 是 演变 的 ,所 以 这 里 ws 并 不 代表 
系统 的 能 量 或 能 级 差 值 ,而 只 是 说 明 V” 是 在 处 于 频率 为 o = 
w +o, 的 状况 下 起 作用 ,这 时 态 矢 的 演化 受 
us (1,0) = expligt (ab —a! b )] (16. 73) 
XC. 
23 — 71 WE TR DER ERAI f e ILL: SB PKR A 和 
B BIS TN 


A.B] = iC, (16. 74) 
则 A 与 B 的 均 方 差 之 积 满足 关系 : 
(NA)? CAD? > (FY? + (©, (16. 75) 


式 中 (AA)? = [un CA— CA»! de , 算 符 与 态 矢 都 是 在 相互 作用 图 
像 中 定义 的 ， 
F = 5[(A— (A))(B— <B>) + CB — (B)) (A — (A5) ]. 


(16. 76) 
WHA 为 自由 哈密 顿 量 Hi. BARRERA VO pg 
(AVS)? (AHS!) >(ZVr. wep], (16, 77) 
在 以 上 两 个 例子 中 ,根据 相互 作用 图 像 中 的 算 符 运动 方程 : 
Cy = [VD, Ho], (16. 78) 
所 以 (16.77) 式 可 改写 为 
(AVS) CAG")? > (F< Sv») 
由 (16. 70) 式 可 知 
AVS)? CAHg! > | -5 gus < (ab Fa! b »].as 80) 


而 由 (16. 62) 式 ,可 得 
ACVEP (AH? > [wà<la +a], (16.81) 


l 


2 
o 


(16. 79) 


354 从 量子 力学 到 量子 光学 一 一 数理 进展 


在 形式 上 还 可 以 把 (16. 62) 式 与 (16. 72) 式 改写 为 以 下 样子 . 
Ayn = 4| Vti d+, (16. 82) 


sth C, 是 积分 常数 ,而 a e (iS) 相对 于 Hotte, 


16.5 M PEKERE RA TRG eT 
动 模式 
在 量子 光学 中 , 单 模压 缩 态 可 以 由 以 下 哈密 顿 量 产生 


2 
H= +m Q +(PQ+QP), —— (16.83) 


2m 
[Q,P]=ih=1). WER EATER HE 
O, = AQ 4- VP, (16, 84) 
式 中 4,v 是 未 定常 数 。 HT 


TQ,H] = + 2ikQ, 


(16, 85) 
[LP,H | —— mw’Q— 2ikP , 
WA 
i LQ. =| 0,,H] = a(= + 2Qk )— imu? Q + 2kP). 
(16. 86) 
由 此 进一步 导出 
(i$) o, = [[0,, H], H] = (e? —4&)0,, (16.87) 
所 以 H 的 能 级 闻 陋 是 vow —4k 。 


把 上 法 推广 到 NN 个 恒 等 振 子 的 最 近邻 耦合 模型 ,第 一 个 振子 
与 第 N 个 振子 和 首尾 相 接 形成 环 状 , 其 哈密 顿 量 是 


N N 
He = +P EÉSNQ-QuU. — (6.889 
am 做; 2 i=] 
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由 于 成 环 状 ,可 认为 

Pur = Pi, Que =Q, 
每 一 个 振子 所 处 的 环境 相同 。 当 N 趋 于 很 大 时 ,在 环 上 局 部 看 ， 
叉 是 一 个 存在 玻 恩 - 冯 ， 卡 门 边界 条 件 的 一 维 长 链 。 认 定 Hs 的 
不 变 本 征 算 符 是 


N 
F, = >) P;cosj@,, (16. 89) 
j=l 
式 中 
6 = ŠU), l= 1,2,3,*,N, (16. 90) 
由 于 
LP;, Hs | = iph (Qu, Qi — 2QD, (16. 91) 
HH 8] RATE AY A 
i OF = EF, Hs ] 
N 
一 一 ih >) Q;[2cos jô, —cos(j + 120, — cos(j — 126, | 
j=l 
: 0 
一 一 4i8 >) Q; sin* z cos jÂ, 
j=l 
N 
=— 2ißh (1 — cos 0, ) >) Qjcos jô. (16. 92) 
j=] 
再 由 
| LQ; , Hx | = Hp, (16. 93) 
可 得 


2 2 
(i +) F, = [LF, Hs ] Hg |= EPR (1 — cosh) F. 


(16. 94) 
可 确定 Fi de Hsc 的 不 变 本 征 算 符 , Hs 的 能 级 间隔 为 


h, q — cosh). 
m 
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这 与 一 维 晶 格 振 动 的 声 子 谱 相同 。 由 此 可 见 ,而 格 振动 可 以 用 
Hy 的 振动 谱 来 描写 。 在 书本 中 曾经 用 对 角 化 的 方法 求 Ha 的 能 
谱 , 但 它 比 现在 的 方法 复杂 得 多 了 。 


16.6 用 “不 变 本 征 算 符 法 " 求 双 原 于 线性 链 的 声 
学 文 和 光学 文 
考虑 一 个 有 2N 个 原子 的 线性 链 , 它 有 N 个 元 胞 ,每 个 长 度 


为 24d ,并 具有 周期 性 边界 条 件 。 在 这 条 链 上 有 两 类 原子 ,其 质量 
分 别 为 M 与 M ,它们 相间 地 分 布 在 链 上 ,其 振动 势能 为 


V = SAC — ur)? HAUR usa, (16. 95) 


式 中 u, 是 第 7 个 原子 ( 属 第 类 ) 偏 离 平衡 位 置 的 位 移 ， ww 是 属 第 
二 类 原子 的 位 置 偏离 。 原 子 振动 所 满足 的 牛顿 方程 为 
J u, 


/ 
一 - — 2 ; 
ar n-]1 Un) 


(16. 96) 


M 2 Un = A (Una F Un — 2u’, do 


四 周期 性 结构 ,可 以 认为 每 个 同类 原子 的 振动 有 相同 的 最 大 振幅 ， 
但 不 同类 的 原子 其 振幅 极 大 值 不 同 。 设 
u, = &expi(2nga —wt), 
u = € expi[ 2n 4- 10ga — wt], 
把 (16. 97) 式 代入 (16. 96) 式 ,得 到 
— Mw’ ê = A(£'[exp(iga) + exp(— iq.) |— 2€), — (16. 98) 
— Mw E = A(& exp(iga) + expC— iqa) | — 22), (16. 99) 
由 此 导出 


o calet ie) rne) RET 
(16. 100) 


(16. 97) 
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以 及 
2AcOs Qa 2A— Mw’ 
P ye = Aor (16. 101) 
(16. 100) 式 中 含 两 个 解 , 与 w_ 有关 的 称 为 声学 模 ,表示 原子 在 任 
意 时 刻 的 同 向 运动 ;而 ws 代表 固体 振动 的 光学 模 , 表示 不 同 种 类 
的 原子 以 相反 的 方 问 运动 。 
本 玉 要 建立 一 个 双 原 子 线性 链 的 全 量子 模型 ,并 用 “不 变 本 征 
算 符 法 ”简捷 地 推导 出 相应 的 光学 支 和 声学 支 , 该 量子 哈密 顿 量 是 


H 一 > PIS — x)! ED GL te)? |, 
(16, 102) 
式 中 坐标 ,动量 算 符 满足 Lx ,Pw =i A=) x, 5 n^ WMV 
类 型 了 与 类 型 [原子 的 位 移 ,P; 与 已 .是 相应 的 动量 。 设 不 变 本 征 
算 符 是 


F = Yop, 十 fiP*), (16. 103) 
AP f^ f. 是 待定 系数 ， 则 由 (16 27) 式 ,期 望 下 满足 方程 
([F,H],H] = wF, (16. 104) 
由 
LP, ,x; |= [P xj] 一 一 10; , 
TP,» Pi = [x] = [Pax] = LP] 
= | P, P; | = EXT = 0, (16. 105) 
可 得 
P, H]— | P, D Gr, — 24) HEC =m) | 
= ilr, Tr 1— 27,), (16. 106) 
以 及 
Pl d 
C£, H] = EXE +P, (16, 107) 


类 似 地 ,由 
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[P.H] = iffz, + £m — 2x), 


16. 108 
m 
得 到 
N 
[F.H] = » BL CF A fea fa) En + fa + fai — 26 Di], 
n=] 
(16. 109) 
因此 有 


N 


CF. H).H] - 3| -E(t 2f2P. 


— BE, fon — 2f) P. |. (16. 110) 


将 上 式 与 (16. 104) 式 比较 ,得 到 
— BC st f£ xa fa) 


Do 
w = mf, 
_ mEG. T fif (16. 11D 
mf , i ` 
因而 
1 fu fua ] fs 十 fu _ . 
"t 2 f, )- , 2f7 ) n= lsd, N 
(16. 112) 
分 析 此 方程 ,可 确定 f 5 fi 的 形式 为 
„=é 2 0 , 
^ AM (16. 113) 
f,-—€ cos(2n+ D6,, 
式 中 
0, — Lx, LI—1,2,,2N. (16. 114) 


N 
ESS ‘将 在 下 面 确定 。 把 (16. 113) 式 代入 (16. 111) 式 ,可 看 出 


w 一 2B(1— S cost.) — 28 (1 — gieos), (16. 115) 
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从 而 有 


e£ oO 2B cos 6j _ 28— me" 
E | 2B—m w? MAE 2 Dcos ð, o (16. 116) 


由 (16. 116) 式 可 导出 方程 
mwt — 2f(m +m J 十 482sin20 =0, (16.117) 


其 解 为 


(16. 118) 
它 与 (16. 100) 式 自治 。 可 见 以 上 建立 的 全 量子 哈密 顿 模型 是 正确 
的 。 从 (16. 103) 式 及 (16. 113) 式 可 知 , 不 变 本 征 算 符 的 明显 形式 
是 


F = SP. cos 2n8, + €’P’,cos(2n + 1)0,]. (16. 119) 


XE BL Tt Te 捷 地 从 全 量子 论 的 双 原 子 线性 链 模 型 导出 了 振动 模 
式 , 而 以 前 文献 中 出 现 的 有 关 论 述 全 都 是 经 典 模型 。 


16.7 关于 自 旋 系统 的 “不 变 本 征 算 符 ” 


“不 变 本 征 算 符 法 ”也 适合 于 某 些 自 旋 系 统 。 设 一 个 带 自 旋 ， 
电荷 为 e, 质 量 为 m 的 粒子 置 于 均匀 磁场 B(B 沿 x 轴 ) 中 ,哈密 顿 
量 为 
AP c 是 光速 ,S;(i 二 x,y,z) 是 自 旋 算 符 ,满足 对 易 关 系 [LS,,S, |= 
iS. 由 海 森 堡 方程 导出 


H = (16. 120) 


"t — TES, H” = 20 S, 
g =E, (16. 21) 
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E = l(s,.H'] 一 20 S,. 
l 
由 此 给 出 
2 
£S, 297 2 — AQ''S,, (16. 122) 


所 以 对 于 H' 而 言 ,不 变 本 征 算 符 是 S,, 能 级 间隔 为 20。 
再 考虑 两 个 自 旋 为 文 的 相互 作用 系统 ,哈密 顿 量 是 


光一 AS, «S, (16. 123) 


式 中 A ERR aX. Hi 
[Si ,3€] =— 1AS, x8, 


(16, 124) 
| S, ,| — LAS | x 85, 

得 到 

LS; 一 9 ,2 —— 21A8, X Sz, (16. 125) 
于 是 

2 
( £) (S —S:) = [[S —S),#],#] = A? (S, — S), 
(16. 126) 


因为 不 变 本 征 算 符 为 $ — S; , 故 能 级 间隔 为 A。 


16.8 FA “BRAN BE AB EERIE” HK Jaynes-Cum- 
mings ROH) HEAR 
描述 光 场 与 原子 相互 作用 的 最 简单 模型 是 Jaynes-Cummiings 
模型 ,其 哈密 顿 量 是 
H —àn'a + 5.08. +k atatao), (16,127) 


式 中 Q 是 二 能 级 原子 的 跃迁 频率 ,w 是 光 场 频率 ,k 是 光 与 原子 的 
耦合 常数 ,a 与 a 是 光 场 的 产生 和 潭 灭 算 符 ,o+ 是 泡 利 自 旋 算 符 : 


» -| C | , " (16. 128) 
6, 一 $ 0_ = 9 O, = $ 。 
+ \o 0 1 0 0 —]1 
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10,,0, | —4-20,. [o,o ] = 0.. (16. 129) 
对 于 这 个 模型 ,是 否 也 能 用 不 变 本 征 算 符 求 其 能 级 差 呢 ? 
试 回顾 在 文献 L1434 中 曾 用 超 对 称 生成 元 构造 的 超 对 称 么 正 
变换 来 对 角 化 哈密 顿 量 。 这 些 生 成 元 为 


, 0 0 
a ð. = | + )= Q. 
a $ 
(16. 130) 
(. 《| Q' 
G, 一 = , 
^ 0 0 
E 1 0 
N =a 4 十 方 0 十 二 一 ， | 
2 2 (Q d a 
] 
© (16. 131) 
N 一 一 aa ` 
0 L 
Va a 


它们 满足 以 下 对 易 关 系 和 反对 易 关 系 : 

Q —0-—Q'", [Q.Q] = No.. {Q,0.) = {Q ,0.} =0, 
N=({Q,Q'}, [N.Q] =[N.Q']=0,. (Q' -QF ——N, 
(N*.Q] - [IN * .Q' ] — 6. (16. 132) 
式 中 { ，}); 代 表 反 对 易 子 。 称 (N,Q,Q' ) 组 成 了 超 对 称 生成 元 集 
合 , 用 它们 可 以 改写 H: 


H =oN + 5o, QA QU — S. (16. 133) 
式 中 A cz] 0 一 w, 假定 H 的 不 变 本 征 算 符 形式 为 :4 
O, = f(Q’ 十 Q) +g.. (16. 134) 


式 中 f 与 g 为 待定 常数 。 由 对 易 关 系 (16. 132) 式 可 知 
£0, — [Ò, H] = (fA — 2ke)(Q—Q*), (16. 135) 
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(i it) Ò, = [[0., H], H] = (fA — 2ko ACQ +Q) — 2kNo. ]. 


(16. 136) 
比较 (16. 134) 式 与 (16. 136) 式 的 右边 ,可 见 它们 二 者 难以 成 比例 。 


因为 6 与 No. 不 同 ,所 以 (16. 134) 式 中 的 O, 似乎 不 是 不 变 本 征 
算 符 。 但 是 若 在 N 的 本 征 矢量 空间 中 可 以 用 其 本 征 值 代表 N , 那 
么 就 可 在 此 意义 下 认为 f(Q 十 Q) 十 go 与 A(Q 十 Q) — 2kNo, 
可 以 比拟 。N 的 本 征 矢 是 


(= (^, ln», ( ,= (yY，|72 十 1>)， 
(16. 137) 
它们 是 Fock 态 与 原子 态 ( 用 目 旋 矩阵 表示 ) 的 直 积 , 式 中 
| O=): | o-(). (16. 138) 


N 的 本 征 值 是 


| n> ; 1 1 \/| n> | n> 


N( . J- (n+ Dl ? ) (16. 139) 
inl n+l 


把 (16. 136) 式 两 边 作用 到 本 征 和 天 上 ,得 


(i ayol "|= (JA — 2kg) ACQ +Q) 2+ De”), 


(i) Q "T NE (fA — hg) ACQQ' FQ =k De a: 


(16. 140) 
在 这 种 情形 下 ,比较 (16. 134) 式 与 A(Q +Q)— 2k (n+ lo. 18 3 
比例 关系 : 


fo A 
, = Xx (16, 141) 
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Eh 


A 
f= k(n 4- D 9^ (16. 142) 


”代入 (16. 130 5,18 
Q, 一 一 bn auc pps +Q) + gv, (16, 143) 


把 (16. 140) 式 右边 与 {i 4 iy O, =A0, 比较 ,得 


LA! EAE Qi D] — op RR’ 十 Q) ge. |= MO. 


2b(n 人 
(16. 144) 
即 
A’ + Ab! (n 十 1) =A, (16, 145) 
今 
ok ] 
A -一 LT tan’, (16. 146) 
故 能 级 差 是 
JA = (16. 147) 
E 
由 于 这 里 的 O 的 正确 性 是 在 NN 的 本 征 态 空间 中 理解 的 ,所 以 称 
之 为 “ 硕 不 变 本 征 算 符 ”。 


(16. 147) 式 的 正确 性 可 以 通过 对 角 化 H 的 途径 来 验证 。 如 
书 工 中 介绍 的 那样 ,引入 由 超 对 称 生成 元 组 成 的 么 正 变换 算 
ART 1453.16. 


一 exp[— 5 N 4 (Q' =Q |, (16. 148) 
用 关系 式 (16. 132) 可 以 把 工 展开 为 
1 G 2k oo 1 0 
= ei (2) (一 + 2, Gi iU) 


E -o| 
“LYN 


2 一 ] 
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— COS E 一 sin 5 UG — Q), (16. 149) 
由 此 导出 
T (Q--Q')T = cs KQ+Q' ) + sind XU QJ. 
(16, 150) 
注意 到 
(Q' —Q)o, ——o,(Q' —Q) =— (Q+Q' ), (16. 151) 
以 及 
T^o,T = oT? = XQ ,Q icos 0 — WES )sin J, 
(16. 152) 
用 工 变换 可 将 五 对 角 化 为 


TU HT =oN + (cos8— $ -singj(Q+aQ: ) 


十 (ksing 十 2 Tx) Fale 'Q] 一 号 ， 


(16. 153) 
当 O0 UE AL Fo 
2k 1 
= — — tanð, (16, 154) 
| A JN 
(16. 153) REK 
Tr A, 0 
T HT —wN + jcos 7: "E (16. 155) 


注意 (16. 154) 式 也 是 在 N 的 本 征 天 量 空间 中 理解 的 。 由 (16. 155) 
式 导 出 
a (m : A ol ® 
T Hr( Jo [9 D 555-5 || MI 
(16. 156) 
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0 - A w Q 
l — ”一 一 
maT 1)= Aata 4 ay) 
(16. 157) 
所 以 这 两 个 态 之 间 的 能 级 差 是 -全 ,与 (16. 147) 式 相同 。 这 样 就 


验证 了 以 上 持 不 变 本 征 算 符 方 法 是 正确 的 。 值 得 指出 的 是 ,文献 
L147. 曾 用 么 正 算 符 对 角 化 J-C 模型 哈密 顿 量 ,但 未 用 超 对 称 语 


Lil 


16.9 不 同 斐 合 强度 的 双 原 子 线性 链 的 新 声学 支 
和 光学 文 

416.6 节 中 双 原 子 线性 链 中 每 个 原子 与 其 左 邻 右 售 的 耦合 
常数 不 同时 ,(16. 102) 式 所 示 的 哈密 顿 算 符 修正 为 

H-M[É p? B TEN ; 

= 2; REPRE 9 (La — Xn) 十 7 (Ln Eri ) |. 
(16, 158) 

注意 ,这 里 的 BB 。 由 以 下 的 对 易 关 系 : 


| P, H | 一 (B+ B ox, 十 (Brit B xi ) 9 
[Pa H] =—i(8+ 8) 2,+i(8r,+B8 En), 


[zy 万 | — ip, 
7" 
7n 
LP, H)H] = E p, — L gp e pP"). 


[CP H], H] = BEP p 1 (pP, +B Paai), 
并 引入 算 符 
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N 
F= CCP, t+ f PL. (16. 159) 


n=l 


其 中 计 人 周期 边界 条 件 , 令 
f,— tcos2n0,, fi, É'cos(2n4-1)0,, (16. 160) 


Rh = 1,2, N, 计算 得 


N 
ILF.H.H|- `> | = (£Acos 2n0, — &' AcosÜ,cos 2n0, 


n=] 


+ £'AsinÓ sin 2n8,) + [E'A cost 2n n 
— £A cos6,cos(2n + 6, — éAsinGsin(2n + 1)0]| 
N 1 ] 
一 A», liq E’cos 6,) P, cos 2nO, 十 一 (6 — €cos0,) 
n=l m m 


. P’,cos(2n + DO - GAsinÓ,, (16. 161) 


式 中 


N - E ; 
G=) =P, sin 2nd, — =P’ sin(2n + DA, | .(16 163) 
n=l m m 
比较 (16. 159) 式 与 (16. 163) 式 可 见 , 若 选择 与 & ,使 得 
A(e_e'cosb) A(t’ — Ecos0) 
7 771 


: 一 E ， (16, 164) 
WY C16, 161) 式 可 简化 为 
(| F,H],H] — A,F 4- GAsinÓ,, (16. 165) 


式 中 
A, 一 A(= 一 ecosb — a(d, — —fercos 0, ) (16. 166) 
Hy (16, 164) 式 得 
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V/ n — m )? + Amm cos ð, 
& m-m vmm) t 4mm cos’ m +/(n-—m Y 4- Amm cos? 0 (16. 167) 
& 2mcos Ü, 
所 以 
À = FOL EA NE F Amm cos 0, | 
DL m -3-m + 4 Gn — m )* +4mm cos’ G, je 


(16. 168) 
由 (16. 163238 5j (16. 167). 可 进一步 算出 


LLG.H SH j -AM[Z (= + Sos P, sin 2n6, 
-L(3 + © cost, JP^sinC2n + DA, | 


N 
+—£— sind > | éP,,cos2n0, + € P, cos(2n + 106, 1, 


n=] 


(16, 169) 
与 (16. 163) 式 比较 可 知 , 当 
= + cos 0, 5 十 E cos 0, 
二 一 一 一 二 一- (16. 170) 
e E 
(可 证 (16. 170) 式 与 (16. 164) 式 自 洽 .) 成 立时 ,(16. 169) 式 约 化 为 
[LG,HI,H|= 2G 十 全 30 ， (16. 171) 


式 中 


A, = A(=. + arcos ) = AC 十 Ecos E (16. 172) 


128016. 1620 MAA CIE. 172) 式 ,得 到 
A , 
Ap = T Lm m + Gn — m Y + 4mm cos, |. 


(16. 173) 
鉴于 上 述 讨论 的 结果 ,可 以 认为 H 的 不 变 本 征 算 符 形 为 
O, = kiF tk2G, (16. 174) 
从 而 有 
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(i iS y O = [EO.. H], H] 


= (kı A, + ko Asing AF + (kà, +k, Asin()2G 
一 FLAG) 。 (16. 175) 
这 就 要 求 


b; Asin, 
ME 
mm 


Aaa +h = X "Asin. (16. 176) 


所 以 中 -应 该 是 下 述 AS Ty AY) : 


2 . 
Asin& (S) 4 (a, ~a,) EL ASI 一 0。(16.177) 
k» k mm 
解 此 方程 ,得 
- 2 
, (A =A) H, Oa — Ao + HASAD 
MEN 
k? 2Asin Ó, o (16. 178) 
5318 (16. 166) 式 与 (16. 173) 式 可 知 
Ay + Ay = Anm. 
A , , 
(A, 一 和) 一 一 和 万 LO 一 7 F 4mm cos 6, |, 
nim 


(16. 179) 
把 它们 代入 (16. 176) 式 ,看 出 能 级 间隔 是 


JA— = [AQ +m) + A* (n+ m Y + 4mm’ (A? — A*) sin? 6, | 


(16, 180) 
这 就 是 新 的 声学 支 和 光学 支 。 


>J 题 


1， 试 用 纠缠 态 表象 解 以 下 动力 学 系统 的 薛 定 雇 方程: 
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H = H, + Hs. 
H, = w Cai | +a? a: +1) +V2AX ; cosum t +V 20X: cosas t, 


A 
a; Q; . 
X, — ai dài y. 1,2, 


V2 
万 ， 一 gla; as e ^ + aag eo! ) ` 
/ 
E = () — 05, 


(参见 Fan Hongyi and Zhong Huajiang, J. Phys. A37(2004) 2439) 
2. 用 不 变 本 征 算 符 方法 求 半 无 限 长 唱 格 链 的 振动 模 。 


第 十 七 章 
费 米 压 编 算 侍 的 乘法 规则 


17.1 GR ARBRE EA TASER 


对 玻 色 子 压 缩 态 已 经 研究 得 比较 透彻 了 。 那 么 ,对 于 费 米 子 ， 
有 无 相应 的 压缩 算 符 与 压缩 态 呢 ? 有 的 文献 兽 指 出 超 导 理 论 中 的 
Bardeen-Cooper-Schreifer 态 是 某 一 种 压缩 费 米 子 对 态 。 另 一 方 
面 , 费 米子 相干 态 是 可 以 很 自 洽 地 定义 的 ,其 形式 如 同 玻 色 子 相 干 
AS, ppi. 
| a) = exp( f a—af) | 0> = exp(— aa + f'a) | 0>, 
(17. 1) 
FD KPA E 
(a |= <0 | exp(— jaa taf), (17. 2) 
式 中 f 与 f 分 别 代表 费 米 子 沽 灭 算 符 和 产生 算 符 ,它们 满足 反 
对 多 关系 : 
(fof! j — l, 
a Eja 是 Grassmann 数 , 满 足 反 对 易 c RAR , 
o^ 一 0， o? 一 Q, CALA = 0, (a, fj = Q, (17.3) 
(a. f^ | — 0, [da = |da — 0, fada = Jada = 1. 
注意 Grassmann 数 与 费 米 算 符 是 反对 易 的 。 从 (17. 1) 式 可 见 ， 
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[是 潭 灭 算 符 的 本 征 态 ; 
fla 一 Hfsexo(- 8 + f'a) | 0» =| aa, (17.4) 
SHEA AS AA SR BEY) B a) | > YE Fock 空间 中 的 展开 是 
i = (J 04 1a) exp(— sae), (17.5) 


可 以 对 费 米 子 系统 ( 费 米 算 符 与 Grassmann 数 ) 引 和 人 TWOP 
ROR CRA LAB PE FO ; 

(D 在 正规 来 积 记 号 :” :内 ,任何 两 个 费 米 算 符 是 反对 易 的 ， 
即 显示 为 反对 易 c 数 的 行为 。 

(2) 可 以 对 : :内 部 的 非 算 符 变 量 积分 ,也 包括 对 Grass- 
mann 数 的 积分 。 

(3) 一 个 “Grassmann 数 - 费 米 算 符 ” 对 (GFOP) 与 男 一 个 
GFOP Æ: :内 部 是 对 多 的 。 

(4) 费 米 子 真 空投 影 算 符 的 正规 乘积 形式 是 

| 0><0 |= : expl- f° P) :, (17. 6) 

事实 上 ,由 泡 利 原 理 |0><0 十 |1)《1|==1 以 及 f=10)(1|,f!' = 
1 1><O] ,可 网 

|o«0j—l1-|Db4l|-1—f'f-t:exp—f' fp): 
由 以 上 性 质 , 可 把 费 米 子 相干 态 的 完备 性 写作 


| dade | aya |= | dada : exp(—aa+ flataf—ft f): =], 


(17. 7) 
式 中 用 到 了 积分 公式 ，: 
jn da;da;exp| — 2,0, 十 2; (2; ;十 He) | 
=detAexp| 271, (AN) 59) | |, (17. 8) 


式 中 7 与 了 也 是 Grassmann 数 ,而 A 是 一 个 复 值 矩阵 。 
利用 费 米子 相干 态 , 可 以 考察 Grassmann 数 空 间 中 的 麻 经 典 
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变换 将 会 诱导 (或 投影 ) 出 什么 量子 力学 的 么 正 变换 算 符 来 。 为 
此 ,te 
| qi) = | (=) -一 exp( f; a; —a;f;) | PP (17. 9) 


这 样 . 双 模 费 米子 相干 态 LRL? > 可 与 为 


Q] 


a 
| 01,05)? = | > 。 (17. 10) 


构造 如 下 的 投影 算 符 UU: 


1 ZR a Q 
U(r,s) =—+| [T dade, | v... >< | ， (17.11) 
` i=] a 


2 Q? 
a» at» 
式 中 
一 4 Q 0 — r 
QO —s —r' 0 
V.. 一 一 5 
0 r — 5$ Q 
r” Q Q — 4 
1s| 二 |ri =1, (17. 12) 
按 (17.10) 式 的 习惯 , 则 (17.11) 式 中 的 右 矢 就 是 
— Su] — ra; 
— s*a —r'g» — — 
m- ”三 | 一 sal —ra:) (X)| ra; — saz), 
raj — sa» 
r'Q — s*a» 
(17. 13) 


用 费 米 系统 的 TWOP 技术 和 如 下 的 积分 公式 : 


[eneza dle I)e ela) 


ai 
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E! 


a(t Dee et E 
7 et p) xP gna 77lA Bj alL 


(17. 14) 
AHP o; Ho; 是 Grassmann 数 。 积 分 (17. 11) 式 ,可 以 计算 出 


UCr.s) -exp(— -fi f? Je fi f eff DS) 


. exp( 5 fi fa). (17, 15) 


XJ HOUSES E T FASCE RUE oT eB ip Ay SOK Fe FF 
V^ FE HY HAS ABT ON 

fimm UfiU^ ——s'fi-rfs, 

fe=Uf: U =—s'fr—rfi, 
(17. 11) 式 表明 在 Grassmann 数 空 间 中 的 YY 变换 (一 个 属于 
SO(4) 群 的 元 素 ) 可 以 映射 出 费 米 压缩 算 符 。 


17.2 费 米 压缩 算 符 的 成 群 性 质 S 


(17. 16) 


RA 
V. s = Vna Vs. rig? 
$3 =P, 65-8180 (17. 17) 
r3 =— $1Y2 — 11825 


那么 ,相应 的 两 个 费 米 压缩 算 符 Us Uso RRETA 
We? 用 (17. 13) 式 可 写 出 


Uri 6s; U Cre s.) =] IEZ 
° |l— s; Bi — r B T4 — sf» B , Po | 
2 
. | TT dada | — 5204 -一 ro Qs 20, m $205 ? 


j=l 


.oa ya, |. (17. 18) 
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利用 费 米子 相干 态 的 内 积 性 质 ， 
<a; | a) = exp| — 5, (aia + aya) + aha, |, (17. 19) 
可 以 进一步 将 (17. 18) 式 写 为 
U(r +5, U(r ss I [Taten [- 3 (BB + BB) | 


. I— si fy — rif rif — s, 2€0,0 | H, 
(17. 20) 
Am 


H =| [T da;da;exp| (a Q5 Oy a.) Wa, Ao a a)! 
pol 


+ (— Bis; — Po s; Bore — fi — ir; — fr) 


«(a4 & a ae)" |, (17. 21) 
rfi] 
( Y 282 | $9 | 0) 
W= — Y 282 Q Ü | 52 |^ 
—| s |" 0 0 — 7283 
Q — | S9 |' ToS > Q 
JetW=| s |". (17. 22) 


利用 积分 公式 (17. 14) SEE ERAS. 
» y =| (C— DBA)” C? DCAC? D — B)-! 
A B B"A(GDB!A—C)^ (B— AC? D)! 
(17. 23) 


3 


可 算出 


1 
H =(detW)’ exp 3CBs 一 应 sz Bors — fi — Bir: — fo) 
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一 s; | 0 0 
0 一 | s | ns? 
0 Y 5S» | sg |* 

| — 755 Q Q 

AP 4X4 ERZE 07 

— ] 0 

0 —] 

) g 

$2 

Hog 

» 


把 上 式 代 人 (17. 24) 式 ,得 
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一 72321 Bore — fi 
0 — fir; — f; 
0 — fs; l 
| S2 | — f» s» 
(17. 24) 
0 AG 
$2 
32 
(17. 25) 
H 0 
ooa 


H =| s ?exp| her, + fg + fib, ffr). 


(17. 26) 


把 此 结果 代入 (17. 200 Aa FRA 7. 14) 式 和 (17. 23) 式 ,得 


Uri ss, UG s) 


olsi 32 “ 
$8152 


[I iate ( 4 ( & B BIG B B Bb» 


+ (7 fin — fis fin4 ~ fir +2) 
| $5 $2 


“Bh OR BR Be Lnhnu-fih- ffs 020 


式 中 
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0 ris EE 0 
— ris Q Q | Sy |^ 
EN r x 
J = 一 | sı | Q Q — — nsi , 
| 5? 
v —Is |^ nsi—- 0 
$183 : 
der] = (823). (17. 28) 
52 
注意 到 
一 
—| s | 0 0 rs 
52 
0 —| sı | FSI UY 0 
$» 
QO ris) | #1 |^ Q 
— PF 1S] v 0 E | 
"A 
$15» ¢ Q irgi 
31 
Yi$5 
d 0 $152 —3 E rs Q 
S3 
Q — riss — $1572 , 
ris? 0 Q5 — $182 
(17. 29) 


用 (17. 14) 式 和 费 米 系统 的 正规 乘积 内 积分 技术 积分 (17. 27) X 
得 
Ur, 65, )U Gre 589) =— si: exp ^2 fi fs + (= -1 
Cfi fit fe £0 Afi 
= Uns). C17. 30) 
可 见 费 米 压 缩 算 符 的 乘法 是 SO(4) 群 元 乘法 的 表示 ,因而 也 是 成 
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群 的 。 这 样 一 来 ,就 可 以 用 一 个 费 米 压缩 变换 来 代替 多 个 费 米 压 
缩 变换 的 效果 。 对 照 第 三 章 3. 3 节 的 内 容 ,可 以 看 到 费 米 情形 与 
玻 色 情形 的 “ 超 对 称 ” 性 ， 


本 书 已 经 叙述 了 这 样 的 主题 , 即 沿 着 发 展 狄 拉 克 的 符 叶 法 并 
结合 爱 因 斯 坦 等 人 的 量子 纠缠 思想 ,可 以 从 量子 力学 的 基本 表象 
出 发 直接 地 走 到 量子 光学 的 数理 前 党 。 爱 因 斯 坦 在 庆祝 普 朋 死生 
日 时 曾 写 道 ,首先 我 同意 叔 本 华 所 说 的 ,把 人 们 引 回 乞 术 和 科学 
的 最 强烈 的 动机 之 一 ,是 要 逃避 日 常生 活 中 令 人 厌恶 的 粗俗 和 使 
人 绝望 的 沉 冰 ,是 要 摆脱 人 们 自由 变化 不 定 的 欲望 的 树 梅 。 追 求 
量子 光学 中 的 数学 美 本 身 也 是 一 种 艺术 ,而 狭 拉 克 的 符号 法 提供 
了 探索 这 种 艺术 的 道路 。 

爱 因 斯 坦 又 说 :在 所 有 可 能 的 图 像 中 ,理论 物理 学 家 的 志和 
图 像 占 有 什么 地 位 呢 ? 在 描述 各 种 关系 时 , 它 要 求 严 密 的 精确 性 
达到 那 种 只 有 用 数学 语言 才能 达到 的 最 高 的 标准 。 狄 拉 殉 的 符号 
法 正 是 建立 了 这 样 的 标准 , 它 创建 了 使 人 们 可 以 方便 地 交流 思想 
的 描述 微观 世界 的 语言 ,并 赋予 这 种 语言 以 "语义 ”。 通 过 在 此 霹 
义 上 的 推理 与 演绎 ,人 们 可 以 部 分 地 把 握 物 理 实在 。 本 书 利用 所 
发 现 的 有 序 算 符 内 的 积分 技术 ,使 牛顿 - 莱 布 尼 效 积分 规则 也 能 用 
于 ket-bra 组 成 的 符号 ,使 得 读者 看 到 从 原始 的 量子 力学 纠缠 
态 表象 出 发 ,我 们 可 以 在 量子 光学 及 其 相关 邻 域 中 走 到 多 么 远 。 

可 以 说 本 书 所 介绍 的 研究 成 果 都 基于 以 下 两 点 :一 是 狄 拉克 
的 符号 法 ;二 是 爱 因 斯 坦 的 量子 纠缠 思想 ,他 首先 注意 到 两 个 粒子 
相对 坐标 算 符 与 其 总 动量 算 符 的 可 对 易 性 隐 含 RE. ER 
位 天 才 物 理学 家 思想 和 方法 的 基础 上 才 导 致 了 本 书 以 及 笔者 的 前 
两 部 专著 《量子 力学 表象 与 变换 论 一 一 狄 拉 郊 和 件 写 法 进展 》 和 《 量 
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子 力学 纠缠 态 表 和 象 及 应 用 》 的 正式 出 版 。 这 引出 了 笔者 以 下 一 首 
AUTE : 
BE fa] fT BI SE 
神 来 之 笔 熟 能 同 RUE Oa 
大 机 识 透 此 造化 , 探 源 无 处 不 春风 。 
ay BET S BI ,遐想 党 现 梦 纪 中。 
余 亦 有 志 承 学 统 , 可 叹 今 世 不 相连 。 
由 于 笔者 的 学 识 与 智力 都 有 限 ,本 书 有 些 地 方 还 显 浅薄 ,可 能 
会 有 不 当 之 处 ,还 望 读者 不 音 指 教 与 海 涵 。 谨 借以 下 诗句 表明 自 
CLEAN EE: 
3 By op 
SX B8 2) zs ZR RE UE a Ib SEE SIDON] 
AUDREY EERME. 
WAS 45 B. LO? 
睡意 未 到 东方 日 AKA A. 
最 后 ,以 犹 拉克 的 语录 作为 本 书 的 结尾 . 
“物理 学 理论 都 应 该 具备 数学 美 。 
理论 物理 学 家 的 工作 ,就 是 以 漫长 的 一 生来 追求 数学 美 。” 
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